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El presente trabajo tiene como propósito estudiar el impacto del uso del software interactivo 
GeoGebra como ayuda para la enseñanza y el aprendizaje de las secciones cónicas. 
A través de talleres con el uso de GeoGebra se espera mostrar que los estudiantes tienen 
mejores oportunidades de visualización de las propiedades geométricas de las secciones 
cónicas en su proceso de enseñanza-aprendizaje y en consecuencia puedan desarrollar una 
perspectiva más amplia de lo que es esta parte de la geometría. 
Las actividades desarrolladas están basadas en el diseño y aplicación de talleres estructurados 
usando el software GeoGebra y teniendo en cuenta el modelo de Van Hiele. 
Estas actividades son aplicadas a estudiantes de grado noveno tres (903) como grupo 
experimental en la Institución Educativa Jorge Villamil Ortega del municipio de Gigante – 
Huila. 
En este estudio se evidenció que los estudiantes pasaron del nivel cero de visualización o 
reconocimiento al nivel 1 de análisis del modelo de Van Hiele pues se constató que por 
medio del uso del software GeoGebra descubrieron  y generalizaron las propiedades de los 
lugares geométricos de las secciones cónicas. 
Palabras claves: Secciones Cónicas, Circunferencia, Parábola, Elipse, Hipérbola, 







Conic sections building using GeoGebra, in nineth grade in Jorge Villamil 
Ortega, a rural school in Gigante, Huila. 
Abstract 
This study aims at identifying the impact of using the open source GeoGebra as a tool to 
teach and learn conic sections.  A set of activities were designed according to the Van Hiele 
Model supported by the use of GeoGebra. Meanwhile, these activities were developed by 
ninth graders (course 903) of the public school Jorge Villamil Ortega, located in the 
municipality of Gigante (Huila).  Consequently, it was demonstrated that GeoGebra offered 
better opportunities for students to visualize geometric properties of conic sections. 
Accordingly, the results demonstrated that students moved from level 0 or visualization and 
recognition to level 1 or Analysis according to Van Hiele Model. Concisely activities based 
on Geogebra software allowed students to unveil and generalize properties of conic sections. 
Keywords: Conic Sections, Circumference, Parabola, Ellipse, Hyperbole, Teaching And 
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La educación actual en Colombia, mediante el Proyecto Educativo Institucional (PEI) 
busca implementar ambientes y entornos pedagógicos viables a los estudiantes con el fin de 
que aprendan de la forma más sencilla posible y a la vez práctica. 
Teniendo presente lo anterior, para la enseñanza de las matemáticas se están 
utilizando recursos digitales y ambientes de aprendizaje enriquecidos que permiten el proceso 
de enseñanza y a la vez despiertan el interés por aprender las matemáticas de una manera 
sencilla y práctica. En este trabajo se mostrará la conveniencia del uso de la herramienta 
computacional GeoGebra para la enseñanza de las secciones cónicas a los estudiantes de 
grado noveno de la institución educativa Jorge Villamil Ortega zona rural de Gigante (Huila). 
Con el software GeoGebra podemos construir las secciones cónicas: la circunferencia, 
la parábola, la elipse y la hipérbola, de tal forma que el estudiante tenga la posibilidad de 
trabajar la geometría y el álgebra simultáneamente de forma dinámica e integrada observando 
la diferencia de cada una de ellas definidas como un conjunto de puntos que satisfacen una 
ecuación algebraica. De esta forma el estudiante conceptualiza propiedades geométricas que 
le permiten plantear y resolver problemas examinando, conjeturando y verificando con la 
ayuda del GeoGebra, es decir facilitándole al estudiante la posibilidad de conjeturar y de 






El tema de estudio de las secciones cónicas está incluido en los estándares básicos 
estipulados por el MEN como parte del aprendizaje de la geometría y su aspecto algebraico y 
la aplicación de estas en la naturaleza y situaciones de la vida cotidiana. 
El uso de las TIC a través del software GeoGebra como herramienta para la 
construcción de secciones cónicas permite desarrollar en el estudiante una perspectiva más 







3.1. Objetivo general 
Introducir el software interactivo GeoGebra como herramienta para el desarrollo del 
pensamiento espacial de los estudiantes de noveno grado en el proceso enseñanza-aprendizaje 
a partir del estudio de la construcción de las secciones cónicas. 
3.2. Objetivos específicos 
 Permitir el intercambio y discusión de ideas de los estudiantes en la construcción 
de secciones cónicas a través de una herramienta computacional. 
 Capacitar a los estudiantes de noveno grado de la institución educativa Jorge 
Villamil Ortega en el manejo de software GeoGebra que les permita hacer de su 
proceso de enseñanza algo más dinámico. 
 Estudiar las propiedades geométricas de las secciones cónicas a través de sus 





4. Marco teórico 
4.1. Historia de las secciones cónicas 
El estudio de las cónicas se remonta a la época de los griegos en el siglo IV a. C. en la 
literatura griega aparece Menaechmus (350 a.C. a 325 a.C.). Menaechmus descubrió las 
cónicas casi por casualidad, buscando una solución al famoso (e irresoluble) problema de la 
duplicación del cubo (dado un cubo, hallar, usando sólo regla y compás, el lado de un cubo 
de volumen doble). Al respecto Boyer (2010) comenta que se Definió las cónicas como la 
intersección de un cono y un plano perpendicular a su generatriz, por lo que si el vértice del 
cono era un ángulo agudo (oxitoma) sólo obtenía elipses; si era un ángulo recto, (ortotoma) 
parábolas; y si era obtuso, (amblitoma) hipérbolas. (Ver figura 1) 
 
 
Figura 1. Elipse (agudo), Parábola (recto), Hipérbola (obtuso). 
Fuente: Tomado de Torres (2002). 
Menaechmus encontró un camino hacia la solución del problema de la duplicación del 
cubo usando la intersección de dos curvas cónicas: ¡O bien una hipérbola y una parábola o 
bien dos parábolas!  
Sean las parábolas de ecuaciones 𝑥2 = 𝑎𝑦, 𝑦2 = 2𝑎𝑥. Es muy sencillo comprobar 
que la abscisa del punto de intersección de ambas es 𝑥 = 𝑎 √2
3
, igual a la arista del cubo 





Figura 2. Punto de intersección x=a∛2, de ambas gráficas. 
    Fuente:  Tomado de Alegría (2003).  
De esta manera nos damos cuenta que de un problema de aquel tiempo, se dio el 
comienzo de la    creación de las cónicas de uso muy generalizado y de muchas aplicaciones 
hoy en día. 
En el mismo siglo el geómetra Euclides escribió 4 libros sobre las secciones cónicas, 
de los cuales ninguno se conserva en la actualidad. Según Pappus2 de Alejandría, Aristeo 
(contemporáneo de Euclides) trabajó las cónicas y las llamó: sección del cono rectángulo, 
sección del cono acutángulo y sección del cono obtusángulo (parábola, elipse e hipérbola 
actual). Pero, al igual que ocurre con los cuatro libros de Euclides, no se conservan 
documentos de esos trabajos. 
Si entre los matemáticos griegos Euclides representa el maestro sistematizador, el 
talento del helenismo Apolonio de Perga, personifica el virtuosismo geométrico. 
Mientras Euclides codifica en Los Elementos los fundamentos de la Geometría griega 
de la regla y el compás como cuerpo de doctrina central de la totalidad de las ciencias 
matemáticas elementales, Apolonio polarizó su actividad investigadora en una dirección casi 
monotemática con una sagacidad tan magistral que sus investigaciones sobre cónicas, donde 
aparecen sus bellísimos descubrimientos sobre ejes, centros, diámetros, asíntotas, focos, 
rectas máximas y mínimas –tangentes y normales–, etc., le convierten en el primer 
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especialista que registra la Historia de la Geometría y dan justificación al apelativo de «gran 
geómetra». 
Apolonio representa [en la Geometría griega] la grandeza técnica especializada, el 
virtuosismo geométrico por excelencia. Es verdad que su obra hizo olvidar lo que 
antes de él se había escrito en el campo de su mayor brillantez, las cónicas, pero por 
su carácter tan especializado y tan difícil, ni siquiera esta obra maestra, las Cónicas, se 
conoce hoy en su integridad y más de la mitad de ella permaneció oculta para el 
mundo occidental hasta que fue publicada por Edmond Halley en 1710. (Guzmán, 
2001) 
Apolonio de Perga (262 a.C. – 190 a.C.)  La mayor parte de los exiguos datos 
conocidos sobre la vida de Apolonio provienen de unas pocas noticias que el propio autor 
reseña en las introducciones a algunos de los libros de su magna obra Las Cónicas. Estudió 
en el Museo de Alejandría con los sucesores de Euclides; y residió tanto en la propia capital 
alejandrina como en Éfeso y Pérgamo, urbe que gozaba del prestigio de una Biblioteca y un 
emporio académico del Saber, similares a los de Alejandría, ciudad donde murió hacia el 190 
a.C. 
El Tesoro del Análisis de La Colección Matemática de Pappus estaba constituido en 
gran parte por obras de Apolonio, perdidas o conservadas entonces de forma fragmentaria, 
que debían de incluir mucho material geométrico cuyo estudio forma parte hoy de la 
Geometría Analítica. Aunque una de sus obras fundamentales, es las Cónicas, extendió los 
resultados conocidos sobre cónicas en un tratado titulado Secciones cónicas, formado por 8 
libros y con 487 proposiciones. De todas formas, sólo se conserva en el original griego solo la 
mitad, los cuatro primeros de sus ochos libros; pero por suerte un matemático árabe, Thabit 
ibn Qurra, tradujo los tres libros siguientes al árabe antes de que desapareciera su versión 
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griega y esta traducción se ha conservado. En los siglos XVI y XVII fueron traducidos al 
latín por Johanms Baptista Memkus en 1537, Abraham Echellensis, Giacomo Alfonso Borelli 
en 1661 y Edmund Halley en 1710. Desde entonces se han publicado muchas versiones en 
lenguas modernas. 
Las Cónicas de Apolonio desplazaron a todos sus rivales en este campo, incluyendo 
las Cónicas de Euclides, y al parecer no se hizo ningún otro intento de mejorarlas en la 
antigüedad. Si la supervivencia es en algún sentido una medida de la calidad, entonces los 
Elementos de Euclides y las Cónicas de Apolonio fueron sin duda las mejores obras en su 
género en la matemática antigua. 
Por su parte, el profesor Miguel de Guzmán en el año 2002 (como se citó en 
Calderón, 2013 en la sección dedicada a Apolonio), sugiere, en términos actuales, el siguiente 
índice de la obra: 
I. Modos de obtención y propiedades fundamentales de las cónicas.  
II. Diámetros, ejes y asíntotas.  
III. Teoremas notables. Propiedades de los focos.  
IV. Número de puntos de intersección de las cónicas. 
V. Segmentos de máxima y mínima distancia a las cónicas. Normal, evoluta, centro de 
curvatura.  
VI. Igualdad y semejanza de las secciones cónicas.  
VII. Relaciones métricas sobre diámetros.  
VIII. Se desconoce su contenido (tal vez problemas sobre diámetros conjugados. (p.3) 
El libro I comienza con la generación del cono circular oblicuo de dos hojas que, 
seccionado por un plano, dará lugar a los diferentes tipos de cónicas. Apolonio había captado 
cómo esta consideración de un solo cono permite la obtención de las tres cónicas, según la 
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inclinación diversa del plano y además identificará la Hipérbola como una curva con dos ramas 
(Figura 3). En estos puntos importantes se aparta de sus antecesores en el campo, logrando una 
visión más unitaria y mejor sistematizada del tema.  
 
Figura 3. Cono seccionado por un plano.   
Fuente: Tomado de Ibáñez (2002).     
Apolonio acuñó para la posteridad los nombres de elipse, parábola e hipérbola para 
las secciones cónicas. Los términos adoptados en realidad no eran nuevos, sino que 
procedían, como sabemos, del lenguaje pitagórico de la solución de ecuaciones cuadráticas 
del método de Aplicación de las Áreas. Elipse significa deficiencia; Hipérbola significa 
exceso (en el lenguaje ordinario una hipérbole es una exageración); y por último Parábola 
significa equiparación. 
El libro II estudia fundamentalmente las propiedades de las asíntotas de la hipérbola. 
Caracteriza la asíntota OM por la distancia PM sobre la tangente, en función de OP y el 
parámetro correspondiente (ver Figura 4). Estudia al final el problema importante siguiente: 





                             Figura 4 Asíntotas de la hipérbola. 
       Fuente: Tomado de Tapia (2002).     
El libro III se dedica primero a estudiar las relaciones de triángulos y cuadriláteros 
determinados por tangentes y diámetros conjugados. Obtiene la relación armónica sobre los 
cuatro puntos determinados en una secante a la cónica que pasa por un punto, su polar y los 
dos de intersección de la secante con la cónica. En la proposición 41 se establece cómo tres 
tangentes a la parábola se cortan en la misma razón y así resulta la parábola como envolvente 
de las rectas con esta propiedad. En la proposición 43 aparece la hipérbola como lugar de 
puntos tales que xy = constante, siendo x e y abscisa y ordenada respecto a los ejes 
constituidos por las asíntotas. Desde la proposición 45 hasta la 52 aparecen propiedades 
interesantes sobre los focos. En la proposición 45 se establece cómo desde un foco F se ve 
bajo un ángulo recto MF’M’ el segmento determinado por una tangente cualquiera entre las 
tangentes en A y A’ (ver figura 5). La proposición 49 afirma esencialmente que la podaría (Se 
llama podaría de la curva C con respecto al punto P al lugar geométrico de las proyecciones 
ortogonales de P sobre las tangentes de la curva C) del foco es el círculo de diámetro AA’ en 
la elipse e hipérbola. La 52 contiene lo que hoy solemos tomar a veces como definición de 
elipse (PF+PF´=2a). 
Los focos, en Apolonio, son 𝜏𝛼 𝜀𝑘 𝜀 η𝑠 𝜋𝛼𝜌𝛼𝛽𝑜 ληs γϵuηθεuτα




Figura 5. Elipse y sus focos. 
Fuente: Tomado de Tapia (2002).     
El libro IV es de bastante menos valor. En él estudia el número de puntos de 
intersección de las cónicas. Es interesante desde un punto de vista lógico que, de sus 57 
proposiciones, las 23 primeras se demuestran por reducción al absurdo. 
El libro V, que consta de 77 proposiciones es, con gran diferencia, el más 
sorprendente de todos. Se puede decir que en él Apolonio, 20 siglos antes que Huygens (en su 
Horologium Oscillatorium, de 1673), introduce ya, a su modo, con instrumentos puramente 
sintéticos, nociones tales como normal a una curva, evoluta, centro de curvatura, etc. Y que 
logra obtener estos elementos para las cónicas de la manera más rigurosa. La normal desde un 
punto exterior viene definida a través de la propiedad de máxima o mínima distancia desde el 
punto a la curva. Apolonio comienza por considerar el punto E sobre el eje principal tal que 
AE = p/2 (ver figura 6). Demuestra entonces que para cualquier punto P sobre la elipse se 
verifica 𝑃𝐸2 = 𝐴𝐸2 + 𝐴𝑁2 y así está a distancia de E mayor que A. Por tanto, AE es para E 
el segmento de distancia mínima desde E a la elipse. Considera luego E en situaciones más 





              Figura 6. Elipse. 
     Fuente: Tomado de Tapia (2002).     
Las proposiciones más llamativas de toda la obra son ciertamente la 51 y 52 de este 
libro quinto. En ellas consigue, por procedimientos puramente sintéticos, obtener la evoluta 
de las cónicas, es decir, el lugar geométrico de los centros de curvatura, mediante la 
determinación del número de normales distintas desde cada punto. En las proposiciones 55 – 
63 obtiene las normales desde un punto exterior, reduciendo el problema a la determinación 
del pie de la normal sobre la cónica por intersección de ésta con una hipérbola equilátera 
asociada al punto exterior.  
En el libro VI, dedicado fundamentalmente a la igualdad y semejanza de cónicas, 
aparece el problema interesante siguiente: dada la cónica y dado un cono circular recto, 
hallar una sección del cono que sea igual a la cónica dada. Es llamativa la elegancia de la 
resolución de este problema. 
Las proposiciones del libro VII, nuevas en su mayor parte, como Apolonio mismo 
señala, contienen numerosas relaciones métricas entre diámetros conjugados, áreas, etc... 
Apolonio de Perga no disponía de la geometría analítica en aquel tiempo, Como 
manifiesta Boyer (2010) en su Historia de la Matemática:  
El hecho de que Apolonio, uno de los más grandes geómetras de la antigüedad, no 
consiguiese desarrollar de una manera efectiva la Geometría Analítica, se debe 
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probablemente más a una pobreza en el número de curvas que de pensamiento; los 
métodos generales no son ni muy necesarios ni muy útiles cuando los problemas se 
refieren siempre a un número limitado de casos particulares. Por otra parte, es bien 
cierto que los primeros inventores de la Geometría Analítica tenían a su disposición 
toda el álgebra renacentista [el Álgebra de los cosistas italianos y el Álgebra simbólica 
de Vieta], mientras que Apolonio tuvo que trabajar con las herramientas del Álgebra 
Geométrica, mucho más rigurosa, pero a la vez mucho más incómoda de manejar. 
(p.208) 
No obstante, lo dicho y con todas las limitaciones apuntadas, debemos ponderar la 
magnífica obra de Apolonio ya que no sólo sería decisiva sobre la revolución astronómica 
operada por Kepler sino que fue también incisiva sobre el pensamiento geométrico de Fermat 
y Descartes en el alumbramiento de sus Geometrías Analíticas.  La mayoría de las 
propiedades que se conocen y con las cuales se definen hoy las cónicas como lugares 
geométricos, ejes, centros, diámetros, asíntotas, focos, tangentes y normales entre otros. Su 
obra fue el referente sobre las cónicas durante varios siglos hasta que en el siglo XVII Fermat 
y Descartes, crean la Geometría Analítica con la introducción de los sistemas de 
coordenadas1.  
 El filósofo y matemático Rene Descartes (1596 – 1650) desarrolló un método para 
relacionar las curvas con ecuaciones. Este método es la llamada geometría analítica. (La 
Geometría Analítica es uno de los instrumentos más potentes que se ha elaborado en la 
Historia del Pensamiento matemático, y que ha cambiado radicalmente la faz de muchas 
ramas de la Matemática y de la Ciencia. La geometría analítica es la parte de la matemática 
que resuelve problemas geométricos bajo el concurso del algebra mediante el uso de sistemas 
                                                          
1 Steine en 1832 llamó a este tipo de geometría “Geometría Sintética” para distinguirla de la geometría hecha 
con el auxilio de coordenadas, más comúnmente llamada Geometría Analítica.   
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de coordenadas). Como resultado de este descubrimiento, Descartes logró probar que todas 
las cónicas se pueden describir mediante ecuaciones de segundo grado. En el ensayo como 
apéndice a su famoso Discours de la Méthode pour Bien Conduire la Raison (1637).  
En este tratado, se encuentran por primera vez curvas expresadas por ecuaciones 
algebraicas, las que posteriormente se llamarían coordenadas de sus puntos y estas 
coordenadas estaban indicadas por los mismos símbolos (x, y) que se utilizan actualmente. 
Luego, dedicó el resto de su obra a otros desarrollos del álgebra, entre ellos la regla de los 
signos a la que puso su nombre. 
Durante mucho tiempo, posterior a 1637, el método de coordenadas de Descartes 
quedó como forma de expresar y derivar algebraicamente las propiedades conocidas de las 
curvas, principalmente de las secciones cónicas. Isaac Newton, matemático y físico inglés, lo 
usó primero para iniciar un nuevo campo de la geometría; la clasificación de curvas planas de 
tercer grado, trabajo publicado en 1704. Newton hizo que las coordenadas representaran 
valores tanto positivos como negativos, entre tanto Descartes consideró a las coordenadas 
como extensiones de segmentos lineales y, por tanto, como números únicamente positivos. 
En el transcurso del siglo XVIII, el método de las coordenadas se aplicó al estudio de 
nuevas propiedades de las curvas, de tangentes, de áreas, longitudes de arco, puntos 
singulares y al espacio. Sin embargo, fue la revolución francesa de 1789 la que abrió el 
camino al tratamiento sistemático del método de coordenadas que ahora conocemos como 
Geometría Analítica. 
4.2. Lugar geométrico 
Un lugar geométrico es un conjunto de puntos del plano cartesiano que cumple con 
una característica geométrica en común. En relación con la característica común de los puntos 
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que pertenecen al lugar geométrico del plano es posible realizar su representación analítica 
por medio de una ecuación. La cual se denomina ecuación de un lugar geométrico. También 
es posible realizar la representación geométrica por medio de una gráfica en el plano 
cartesiano. 
Para determinar la ecuación de un lugar geométrico, se expresan algebraicamente las 
propiedades de los puntos P(x, y) de ese lugar, mediante igualdades que relacionan las 
variables 𝑥 y 𝑦. Como ejemplo se puede considerar el lugar geométrico representado por 
cualquier función, la gráfica de la función representa la condición que existe entre las dos 
componentes mediante la condición que da la función. 
Otro enfoque permite tratar a las cónicas como lugares geométricos, es decir, como 
conjunto de puntos que cumplen una propiedad determinada: 
Elipse es el lugar geométrico de los puntos de un plano cuya suma de distancias a dos 
puntos fijos, llamados focos, es constante. 
Circunferencia es el lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo, 
llamado centro, es constante. 
Hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias 
a dos puntos fijos, llamados focos, es constante. 
Parábola es el lugar geométrico de los puntos del plano que están a igual distancia de 
un punto fijo, llamado foco, y una recta dada, llamada directriz. 
4.2.1. La Circunferencia. 
Definimos la circunferencia como el conjunto de puntos en un plano cuya distancia (el 
radio) a un punto fijo, llamado centro, es constante. 
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Si el centro es (h, k) y el radio es 𝑎, la forma canónica para la ecuación de la 
circunferencia es (𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2  =  𝑎2 
Este es un ejemplo de una sección cónica, es decir, de una curva que se forman al cortar 
un cono cuadrático doble con un plano; de aquí el nombre de sección cónica. 
4.2.1.1 Ecuación de la circunferencia. 
𝑑(𝑃, 𝐶) = 𝑟 → |𝑃 ̅𝐶| = 𝑟 → |𝑥 − 𝑎 ̅, 𝑦 − 𝑏| = 𝑟 
√(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2  = 𝑟 
Elevando los miembros al cuadrado: 
(𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑏)2 = 𝑟2 
Desarrollando: 
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑚𝑥 + 𝑚𝑦 + 𝑝 = 0 ,  donde,  𝑎 = −
𝑚
2














Figura 7. Circunferencia curva que se forma al cortar un cono cuadrático doble con un plano. 





4.2.2. La Parábola. 
Si el foco F está en la directriz L, la parábola es la recta que pasa por F y es 
perpendicular a L. Esto se considera un caso degenerado, por lo que de aquí en adelante 
supondremos que F no está en L. 
La ecuación más sencilla para una parábola se obtiene cuando su foco se encuentra en 
uno de los ejes y su directriz es perpendicular a éste. Suponga que el foco está en el punto 
F(0, p) en la parte positiva del eje 𝑦 y que la directriz es la recta 𝑦 = −𝑝,  un punto P(x, y) 
está en la parábola si y solo si 𝑃𝐹 = 𝑃𝑄. De la fórmula de la distancia,  
𝑃𝐹 = √(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 𝑝)2 = √𝑋2 + (𝑦 − 𝑝)2 
𝑃𝑄 = √(𝑥 − 𝑥)2 + (𝑦 − (−𝑝))2 = √(𝑦 + 𝑝)2 





   Despejando 𝑥 tenemos, 𝑥2 = 4𝑝𝑦 
Estas ecuaciones revelan la simetría de la parábola con respecto al eje 𝑦.  Al eje 𝑦 lo 
llamamos eje de la parábola (una forma abreviada de “eje de simetría”). 
El punto en donde la parábola cruza su eje es el vértice. El vértice de la parábola 𝑥2 =




 Figura 8. Parábola curva que se forma al cortar un cono cuadrático doble con un plano. 
 Fuente: Tomado de Giraldo (2011).     
  Si la parábola abre hacia abajo, con foco en (0, −𝑝) y con directriz la recta 𝑦 = 𝑝, 
entonces las ecuaciones correspondientes a la forma canónica son: 
 
Figura 9. Parábola vertical. 
Fuente: Tomado de Giraldo (2011).     
4.2.3. La Elipse. 
Se define una elipse como el lugar geométrico de todos los puntos P del plano tales 
que la suma de sus distancias, r1 y r2, a dos puntos fijos, F1 y F2, llamados focos, es 
constante. 
Si los focos están en F1(−c, 0) y F2(c, 0) y PF1 + PF2 se denota por 2a, las 
coordenadas de un punto P en la elipse satisfacen la: 
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√(𝑥 + 𝑐)2 + 𝑦2 + √(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 2𝑎 
Para simplificar esta ecuación, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos 









                                         Figura 10. Elipse  horizontal. 
       Fuente: Tomado de Giraldo (2011).     
Como PF1+PF2 es mayor que la longitud F1 F2 (la desigualdad del triángulo para el 
triángulo PF1 F2), el número 2a es mayor que 2c. En consecuencia, a > c, y el número a2 − 
c2 en la ecuación es positivo. 
Los pasos algebraicos que conducen a la ecuación pueden revertirse para demostrar 
que cada punto P cuyas coordenadas satisfacen una ecuación de esta forma, con 0 < c < a 
también satisface la ecuación PF1+PF2= 2a. Por lo tanto, un punto está en la elipse sí y sólo 
si sus coordenadas satisfacen la ecuación. 









4.2.4. La Hipérbola. 
Si los focos están en F1(−c, 0) y F2(c, 0) y la diferencia constante es 2a, un punto (x, y) 
está en la hipérbola si y solo si: 
√(x + c)2 + y2 −  √(x − c)2 + y2   = ± 2a 
Para simplificar esta ecuación, movemos el segundo radical al lado derecho, elevamos 






 = 1                                             (5.1) 
Hasta aquí, esta ecuación se parece a la de la elipse. Pero ahora a2 −c2 es negativo, ya 
que 2a, siendo la diferencia de dos lados del triángulo PF1F2, es menor que 2c, el tercer lado. 
Por lo tanto, un punto está en la hipérbola si y solo si sus coordenadas satisfacen la ecuación. 
Si denotamos por b a la raíz cuadrada positiva de 𝑐2 −  𝑎2, 
b =  √c2 − a2                                          (5.2) 










Figura 11. Hipérbola. 
Fuente: Tomado de Giraldo (2011).     
Las hipérbolas tienen dos ramas. Para puntos en la rama de la derecha de la hipérbola 
que se muestra, PF1+PF2=2a. Para puntos en la rama de la izquierda, PF2-PF1=2a. 
Entonces hacemos: 
𝑏 =  √𝑐2 − 𝑎2 
 
  Figura 12. Puntos en el eje focal de una hipérbola. 
  Fuente: Tomado de Giraldo (2011).     
4.3. Modelo educativo Van Hiele 
En la didáctica de la geometría ha tenido una fuerte influencia el trabajo desarrollado 
por Pierre van Hiele y Dina van Diele-Geldof para comprender y orientar el desarrollo del 
pensamiento geométrico de los estudiantes. El modelo teórico conocido como de “los niveles 
de van Hiele” comenzó a proponerse en 1959 y ha sido objeto de abundantes 
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experimentaciones e investigaciones que han llevado a introducir diversas matizaciones, pero 
que aún continúa siendo útil para organizar el currículo de geometría en la educación 
primaria y secundaria. Los esposos Van Hiele, a partir de su experiencia como docentes de 
matemáticas, elaboraron un modelo que trata de explicar cómo puede un profesor ayudar a 
sus alumnos para que mejoren su razonamiento. Así, este modelo explica, desde una 
perspectiva cognitiva, cómo se desarrolla el pensamiento geométrico de los estudiantes, y 
desde una perspectiva didáctica la manera como el profesor puede guiar este desarrollo para 
alcanzar niveles de razonamiento superiores. Es importante señalar que, según este modelo se 
determina el nivel de aprendizaje de un estudiante no tanto por lo que puede resolver o hacer, 
sino por la forma como se expresa y la forma como razona. 
En este modelo se proponen cinco niveles jerárquicos para describir la comprensión y 
el dominio de las nociones y habilidades espaciales. Cada uno de los cinco niveles describe 
procesos de pensamiento que se ponen en juego ante tareas y situaciones geométricas. A 
continuación, describimos brevemente las características de los cinco niveles y los tipos de 
actividades que pueden desarrollarse en cada uno de ellos5. 
4.3.1. Niveles de Van Hiele. 
La definición geométrica de cada sección cónica (elipse, hipérbola y parábola) se 
puede lograr con base en el modelo educativo de van Hiele, no sólo porque es un modelo 
diseñado inicialmente para la geometría, sino por su carácter visual geométrico, que facilita 
definiciones formales a partir del reconocimiento visual, el análisis y la clasificación. 
Nivel 0: Visualización o reconocimiento. 
Los objetos de pensamiento en el nivel 0 son formas y se conciben según su 
apariencia. Los alumnos reconocen las figuras y las nombran basándose en las características 
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visuales globales que tienen. Los alumnos que razonan según este nivel son capaces de hacer 
mediciones e incluso de hablar sobre propiedades de las formas, pero no piensan 
explícitamente sobre estas propiedades. Lo que define una forma es su apariencia. Un 
cuadrado es un cuadrado “porque se parece a un cuadrado”. Debido a que la apariencia es el 
factor dominante en este nivel, esta apariencia puede llevar a atribuir propiedades 
impertinentes a las formas. Por ejemplo, un cuadrado que se ha girado 45º respecto de la 
vertical puede que no se considere un cuadrado por un sujeto de este nivel. “Pongo estas 
formas juntas porque tienen el mismo aspecto”, sería una respuesta típica. Los productos del 
pensamiento del nivel 0 son clases o agrupaciones de formas que parecen ser “similares”. 
Nivel 1: Análisis. 
Los objetos de pensamiento en el nivel 1 son clases de formas, en lugar de formas 
individuales. 
Los estudiantes que razonan según este nivel son capaces de considerar todas las 
formas incluidas en una clase en lugar de una forma singular. En lugar de hablar sobre este 
rectángulo, es posible hablar sobre todos los rectángulos. Al centrarse en una clase de formas, 
los alumnos son capaces de pensar sobre lo que hace que un rectángulo sea un rectángulo 
(cuatro lados, lados opuestos paralelos, lados opuestos de la misma longitud, cuatro ángulos 
rectos, diagonales congruentes, etc.). Las características irrelevantes (como el tamaño o la 
orientación) pasan a un segundo plano. Los estudiantes comienzan a darse cuenta de que unas 
colecciones de formas pertenecen a la misma clase debido a sus propiedades. Si una forma 
pertenece a la clase de los cubos, tiene las propiedades correspondientes a esa clase. “Todos 
los cubos tienen seis caras congruentes, y cada una de estas caras es un cuadrado”. Estas 
propiedades estaban como implícitas en el nivel 0. Los sujetos del nivel 1 pueden ser capaces 
de listar todas las propiedades de los cuadrados, rectángulos, y paralelogramos, pero no ver 
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las relaciones de inclusión entre estas clases, que todos los cuadrados son rectángulos y todos 
los rectángulos son paralelogramos. Cuando se les pide que definan una forma, es probable 
que listen todas las propiedades que conozcan. Los productos del pensamiento del nivel 1 son 
las propiedades de las formas. 
Nivel 2: Deducción informal o clasificación. 
Los objetos del pensamiento del nivel 2 son las propiedades de las formas A medida 
que los estudiantes comienzan a ser capaces de pensar sobre propiedades de los objetos 
geométricos sin las restricciones de un objeto particular, son capaces de desarrollar relaciones 
entre estas propiedades. “Si los cuatros ángulos son rectos, la figura es un rectángulo. Si es un 
cuadrado, todos los ángulos son rectos. Si es un cuadrado, entonces debe ser un rectángulo”. 
Con una mayor capacidad de usar el razonamiento “si – entonces”, las figuras se pueden 
clasificar usando sólo un mínimo de características. Por ejemplo, cuatro lados congruentes y 
al menos un ángulo recto puede ser suficiente para definir un cuadrado. Los rectángulos son 
paralelogramos con un ángulo recto. Las observaciones van más allá de las propias 
propiedades y comienzan a centrarse en argumentos lógicos sobre las propiedades. Los 
estudiantes del nivel 2 serán capaces de seguir y apreciar un argumento deductivo informal 
sobre las formas y sus propiedades. “Las demostraciones” pueden ser más de tipo intuitivo 
que rigurosamente deductivas. Sin embargo, se entiende que un argumento lógico tiene 
características que obligan a aceptar la conclusión. La comprensión de la estructura 
axiomática de un sistema deductivo formal no llega a alcanzarse. Los productos de 
pensamiento del nivel 2 son relaciones entre propiedades de los objetos geométricos. 
Nivel 3: Deducción. 
Los objetos de pensamiento en el nivel 3 son relaciones entre propiedades de los 
objetos geométricos. En este nivel los estudiantes son capaces de examinar algo más que las 
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propiedades de las formas. Su pensamiento anterior ha producido conjeturas sobre relaciones 
entre propiedades. ¿Son correctas estas conjeturas? ¿Son verdaderas? A medida que tiene 
lugar este análisis de los argumentos informales, la estructura de un sistema completo de 
axiomas, definiciones, teoremas, corolarios, y postulados comienza a desarrollarse y puede 
ser considerada como el medio necesario para establecer la verdad geométrica. Los sujetos de 
este nivel comienzan a apreciar la necesidad de construir un sistema lógico que repose sobre 
un conjunto mínimo de supuestos y a partir del cual se deriven todas las proposiciones. Estos 
estudiantes son capaces de trabajar con enunciados abstractos sobre propiedades geométricas 
y llegar a conclusiones basadas más sobre la lógica que sobre la intuición. Este es el nivel 
requerido en los cursos de geometría de bachillerato. Un estudiante operando en este nivel 3 
puede observar claramente que las diagonales de un rectángulo se cortan en su punto medio, 
de la misma manera que lo puede hacer un estudiante situado en un nivel inferior. Sin 
embargo, en el nivel 3, se aprecia la necesidad de probar esta proposición a partir de una serie 
de argumentos deductivos. El estudiante del nivel 2 puede seguir el argumento, pero no 
reconoce la necesidad de hacer la demostración deductiva. Los productos del pensamiento del 
nivel 3 son sistemas axiomáticos deductivos para la geometría. 
Nivel 4: Rigor. 
Los objetos de pensamiento del nivel 4 son sistemas axiomáticos para la geometría. 
En el nivel máximo de la jerarquía de pensamiento geométrico propuesto por van Hiele, el 
objeto de atención son los propios sistemas axiomáticos, no las deducciones dentro de un 
sistema. Se aprecian las distinciones y relaciones entre los diferentes sistemas axiomáticos. 
Este es el nivel requerido en los cursos universitarios especializados en los que se estudia la 
geometría como una rama de las matemáticas. Los productos de pensamiento del nivel 4 son 
comparaciones y contrastes entre diferentes sistemas axiomáticos de geometría. 
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El Ministerio de Educación Nacional (MEN) en los Lineamientos Curriculares (1998) 
sostienen que:  
Las investigaciones de Van Hiele y de los psicólogos soviéticos muestran que el paso 
de un nivel a otro no es automático y es independiente de la edad. Muchos adultos se 
encuentran en un nivel 0 porque no han tenido oportunidad de enfrentarse con 
experiencias que les ayuden a pasar al nivel 1. (p.39) 
En sus trabajos los Van Hiele enfatizan en la idea que “el paso de un nivel a otro 
depende más de la enseñanza recibida que de la edad o madurez”, es decir, dan una gran 
importancia a la organización del proceso de enseñanza-aprendizaje, así como a las 
actividades diseñadas y los materiales utilizados. A continuación, se presentan las fases del 
modelo Van Hiele en la figura 13. 
4.3.2. Fases del Modelo Van Hiele. 
 
  Figura 13. Fases del modelo Van Hiele. 
  Fuente: Tomado de Calderón (2013). 
Las características principales de cada una de las fases son las siguientes (Jaime y 
Gutiérrez, 1990): 
4.4.1.1. Fase 1: Preguntas/Información  
En esta fase se debe tratar de determinar el punto de partida de los estudiantes, lo que 
algunos autores llaman los conocimientos previos sobre el tema que se va a tratar, y el camino 
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a seguir de las actividades siguientes. Se puede realizar mediante un test o preguntas 
individuales utilizando actividades del nivel de partida. Cabe señalar que muchas veces el nivel 
no lo marca tanto la pregunta coma la respuesta, es decir, diseñamos una pregunta pensando en 
un nivel concreto y, la respuesta recibida, puede señalar un nivel distinto del pensado 
inicialmente. 
4.4.1.2. Fase 2: Orientación dirigida.  
Teniendo en cuenta los pre-saberes del estudiante, es aquí donde más toma 
importancia la capacidad didáctica del profesor pues los autores Van Hiele, desde su 
experiencia señalan que el rendimiento de los estudiantes no es bueno si no existen una serie 
de actividades concretas, bien secuenciadas, para que los estudiantes descubran, comprendan, 
asimilen, apliquen, etc., las ideas, conceptos, propiedades, relaciones, entre otras, que serán 
motivo de su aprendizaje en ese nivel. 
4.4.1.3. Fase 3: Explicación (Explicitación).  
Es una fase de interacción (intercambio de ideas y experiencias) entre estudiantes y en 
la que el papel del docente se reduce a corregir el lenguaje de los estudiantes conforme a lo 
requerido en ese nivel. La interacción entre estudiantes es importante ya que les obliga a 
ordenar sus ideas, analizarlas y expresarlas de modo comprensible para los demás. 
4.4.1.4. Fase 4: Orientación libre.  
En esta fase el estudiante se enfrenta a actividades más complejas fundamentalmente 
referidas a aplicar lo anteriormente adquirido, tanto respecto a contenidos como al lenguaje 
necesario. Estas actividades deberán ser lo suficientemente abiertas, lo ideal son problemas 
abiertos para que puedan ser abordables de diferentes maneras o puedan ser de varias respuestas 
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correctas conforme a la interpretación del enunciado. Esta idea le obliga a una mayor necesidad 
de justificar sus respuestas utilizando un razonamiento y lenguaje cada vez más pulido. 
4.4.1.5. Fase 5: Integración.  
En esta fase, no se trabajan contenidos nuevos, sino que se sintetizan los ya 
trabajados. Se trata de que los estudiantes adquieran una visión general de los contenidos y 
métodos que tienen a su disposición, relacionando los nuevos conocimientos con otros 
campos que hayan estudiado anteriormente. El profesor puede fomentar este trabajo 
proporcionando comprensiones globales, sin que estas comprensiones le aporten nuevos 
conceptos o propiedades al estudiante. Debe ser una acumulación, comparación y 
combinación de cosas que el estudiante ya conoce. 
Finalmente, una vez superada esta fase los estudiantes han alcanzado un nuevo nivel 
de conocimientos y están listos para repetir las fases de aprendizaje en el nivel 
inmediatamente superior. 
Se usará este modelo porque hace que el estudiante desarrolle su inteligencia de 
acuerdo a los niveles teniendo en cuenta (edad, ambiente social, capacidades y aspiraciones) 
y se forme con buen desarrollo intelectual, apasionados por lo que hacen y por su entorno, 
capaces de asumir los retos de la nueva sociedad, de manera que puedan aportar al desarrollo 
integral, autónomo y competitivo del país. 
De este modo, la propuesta didáctica estará centrada en lograr que los estudiantes de 
grado noveno de la institución educativa Jorge Villamil Ortega zona rural de Gigante, Huila 
alcancen el primer nivel de razonamiento que proponen los esposos Van Hiele. Así, 
participaron como muestra de la investigación 27 estudiantes cuyas edades oscilaban entre 14 
y 18 años y que no tenían conocimientos previos sobre las cónicas. 
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5. GeoGebra  
En el año 2002 salió la primera versión del programa GeoGebra, su creador y actual 
director del equipo es Markus Hohenwarter (ver figura 14). Actualmente en el proyecto 
trabajan cerca de ocho personas de diversos países del mundo: Inglaterra, Hungría, Francia, 
Luxemburgo, Estados Unidos y Alemania. Además del apoyo que reciben de algunas 
personas de la comunidad, traductores, instituciones y proyectos asociados. 
 
                      Figura 14. Markus Hohenwarter. 
              Fuente: Borbón (2010).   
Tal como su nombre lo dice, GeoGebra es un programa que mezcla la geometría con 
el álgebra. En este sentido, para la parte geométrica se puede ubicar dentro de los programas 
dinámicos de geometría los cuales, en general, permiten realizar construcciones geométricas, 
con la ventaja de poder mover los puntos de la construcción y observar sus invariantes y 
características. Sin embargo, GeoGebra presenta características adicionales que los 
programas dinámicos de geometría por lo general no poseen y que lo hace especial, conforme 
se realizan las construcciones geométricas en una ventana se van mostrando las expresiones 
algebraicas que representan a las líneas, los segmentos, círculos y puntos de la construcción; 
también permite trabajar con las funciones al poderlas graficar y manipular de una manera 
sencilla. 
GeoGebra también puede calcular la derivada de las funciones, posee su propia hoja 
de cálculo y además ya tiene implementadas muchas funciones de manera interna lo que 
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ahorra mucho trabajo (por ejemplo, la aproximación del área bajo la curva utilizando 
rectángulos). 
La pantalla principal muestra la zona de trabajo donde están los ejes de coordenadas y 
la ventana a la izquierda que es la ventana algebraica. Arriba está el menú y la barra de 
herramientas y abajo está la línea de comando. 
Además de todas las utilidades ya planteadas de este programa se puede agregar una 
de suma importancia, GeoGebra es un programa gratuito y se puede usar mientras no sea para 
uso comercial. Es decir, este programa se puede llevar a cualquier colegio o universidad sin 
problemas de licencias, también se les puede dar a todos los estudiantes para que lo utilicen 
en sus casas, esto es una gran ventaja para que los estudiantes puedan estudiar por su cuenta o 
profundizar lo que se ha visto en clase. La zona de trabajo es donde se realizan las 
construcciones geométricas, es en donde se ponen los puntos, se hacen las rectas, segmentos, 
rayos, círculos, entre otros. Cada vez que se hace una de estas construcciones se agrega un 
elemento nuevo a la ventana algebraica de una expresión que representa al objeto realizado. 
La línea de comando es importante ya que todo lo que se puede realizar con el ratón 
en GeoGebra también se puede llevar a cabo escribiendo cada paso allí. Para utilizar 
GeoGebra lo más común es utilizar la barra de herramientas, cada uno de los botones que 
aparecen allí tiene un pequeño triángulo en la parte inferior con el cual se despliega un menú 
de herramientas (otra forma de desplegar este menú es mantener el botón del ratón 
presionado y mover el ratón hacia abajo), los botones se agrupan según herramientas 
comunes. 
 
                      Figura 15. Botón comando. 




Cuando en uno de estos botones se elige alguna herramienta de su menú emergente 
está ya queda seleccionada en el botón por defecto, entonces para seleccionar esa herramienta 
en particular ya no es necesario volver a escogerla del menú emergente sino que sólo se debe 
seleccionar el botón que la contiene (Figura 15). 
5.1. Vista Gráfica 
La Vista Gráfica ocupa la parte central. En ella aparecen los objetos gráficos. Sobre la 
Vista Gráfica se pueden representar directamente objetos geométricos eligiendo la 
herramienta deseada con el ratón. Es aconsejable, mientras no se domine cada herramienta, 
atender al texto de ayuda que aparece en la barra de herramientas. Cualquier objeto 
geométrico creado en la Vista Gráfica tendrá su representación algebraica en la Vista 
Algebraica. 
Podemos mover cualquier objeto por la Vista Gráfica simplemente arrastrándolo con 
el ratón, siempre que el objeto sea desplazable (algunos objetos no se pueden mover porque 
están fijos por construcción o porque así lo hemos decidido). Al tiempo que movemos un 
objeto, podemos observar la actualización inmediata de su valor en la Vista Algebraica. 
También podemos ocultar o mostrar cualquier objeto en la Vista Gráfica mediante el 
menú contextual (haciendo clic derecho sobre el objeto). Para ajustar la parte visible de la 
Vista Gráfica disponemos de varios recursos, utilizamos las herramientas Acercamiento y 
Alejamiento (la posición del puntero en el momento de hacer clic determina el centro del 
zoom). También podemos mostrar u ocultar los ejes de Coordenadas y la cuadrícula usando 





                    Figura 16. Menú vista. 
            Fuente: Tomado de Falcón (2009).  
5.2. Vista Algebraica 
La Vista Algebraica ocupa la parte central izquierda. Se puede ocultar o mostrar desde 
el menú Vista. Por defecto, se encuentra visible. En ella aparecen los valores numéricos de los 
objetos. En la Vista Algebraica hay tres carpetas, aunque la carpeta de Objetos Auxiliares 
pueda encontrarse oculta (en tal caso, se puede hacer visible desde el menú Vista). Cada 
carpeta puede desplegarse o replegarse haciendo doble clic en su nombre. 
Los objetos aparecen con el mismo color que tienen en la Vista Gráfica. Por defecto, 
los puntos libres aparecen con color azul intenso, los puntos semilibres en azul pálido, los 
ángulos y listas en verde oscuro, y el resto de objetos en negro o gris oscuro. 
En la carpeta “Objetos Libres” se sitúan los objetos que no dependen de ningún otro 




En la carpeta “Objetos Dependientes” se sitúan el resto de los objetos, incluso aunque 
sean desplazables (pero no independientes, no libres) o sean puntos semilibres, que son 
aquellos que se pueden mover libremente en otro objeto geométrico (segmento, recta, 
circunferencia...) 
En la carpeta “Objetos Auxiliares” podemos resituar cualquier objeto, libre o 
dependiente, que queramos apartar, ya sea porque no pertenece a la línea principal de la 
construcción o por cualquier otra razón. 
5.3. Vista de hoja de Cálculo 
La Hoja de Cálculo ocupa la parte central derecha. Se puede ocultar o mostrar desde 
el menú Vista. Por defecto, se encuentra oculta. Es una potente herramienta auxiliar que 
permite crear e interactuar con los objetos gráficos de forma tabular, o pegar y copiar tablas. 
Cada celda de la Hoja de Cálculo posee un nombre único (A1, C4,...) que sirve de 
vínculo automático con el objeto de que posea el mismo nombre. Ese nombre puede usarse en 
expresiones y comandos como referencia al valor que contenga cada celda. 
Cada celda admite cualquier comando, expresión u operación aceptada por GeoGebra. 
El objeto creado en una celda tomará el nombre de ella y su representación gráfica se 
visualizará en la Vista Gráfica. De forma predefinida, los objetos creados en la Hoja de 
Cálculo se clasifican como Objetos Auxiliares. 
5.4. Barra de Entrada 
La barra de Entrada ocupa la parte inferior. Se puede ocultar o mostrar desde el menú 
Vista. Por defecto, se encuentra visible. Permite introducir directamente desde el teclado de 
números, operaciones, coordenadas, ecuaciones y comandos. 
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Basta hacer un clic sobre el campo de Entrada para posicionar el cursor en él y 
comenzar a teclear. Para aplicar el texto introducido se pulsa la tecla Intro o Enter. 
Una vez aplicada, esa representación algebraica se hará visible en la Vista Algebraica 
mientras que en la Vista Gráfica aparecerá la gráfica correspondiente. 
Si optamos por introducir un comando, ya sea tecleando su nombre o eligiéndolo de la 
lista desplegable, podemos pulsar la tecla F1 para conocer su sintaxis. 
5.5. Menús 
5.5.1. Menú Archivo. 
Pueden anotarse datos correspondientes a ‘Título’, ‘Autoría’, y ‘Fecha’ de la 
construcción. Además, se puede fijar la escala de impresión (en cm) y establecer la 
orientación del papel (horizontal si se desea una impresión apaisada y vertical en caso 
contrario). También exporta la hoja dinámica como página web y Vista Gráfica como imagen 
png, eps entre otros formatos, (Figura 17). 
 
               Figura 17. Menú archivo. 
          Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
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5.5.2. Menú Edita. 
Es muy útil para rectificar o anular las últimas acciones u operaciones realizadas en la 
construcción. Además, permite borrar y seleccionar los objetos derivados o dependientes, al 
copiar la Vista Gráfica en el portapapeles del sistema, se puede pegar fácilmente esta imagen 
en otros documentos. (Figura 18). 
 
           Figura 18. Menú edita. 
                      Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
5.5.3. Menú Vista. 
Se decide qué diferentes partes mostrar u ocultar, según se tilde o no, por ejemplo, la 
Vista Algebraica, la Vista de Hoja de Cálculo o Barra de Entrada. Además muestra el 
protocolo de construcción y barra de navegación por pasos de construcción. Figura 19. 
 
 
            Figura 19. Barra de navegación. 
    Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
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5.5.4. Menú Opciones. 
Permite cambiar y guardar los ajustes preferidos que se hubieran establecido en el 
menú de Opciones. Por ejemplo, cambiar la Unidad Angular de ‘Grados’ a ‘Radianes’, o el 
Estilo de Punto, Tamaño de Casilla de Control, y Estilo del Angulo Recto. Además, puede 
cambiarse el estilo de la notación de las Coordenadas y decidir qué objetos se van a rotular o 
el Rotulado (Figura 20). 
 
                     Figura 20. Menú opciones. 
         Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
5.5.5. Menú Herramientas. 
Permite personalizar la barra de herramientas, cualquier herramienta se borra o bien se 
le modifica su nombre o icono para la construcción que va a realizar. (Figura 21). 
 
                      Figura 21. Menú herramienta. 
         Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
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5.5.6. Menú Ventana. 
Es particularmente útil, porque permite abrir ventanas simultáneamente, se emplea 
como herramienta de presentación al tener varios bocetos abiertos, para ir pasando de uno a 
otro (Figura 22). 
 
                 Figura 22. Menú ventana  
       Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
5.5.7. Menú Ayuda. 
Da acceso a la versión html del documento de Ayuda de GeoGebra, también cuenta con 
la asistencia a foros vía internet (en el hispanoparlante, se pueden dirigir las preguntas y recibir 
las respuestas en español), y contiene un juego de materiales instructivos creados con 
GeoGebra por usuarios de todo el mundo a través de GeoGebra Wiki. (Figura 23). 
 
      Figura 23. Menú Ayuda. 
Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
5.5.8. Menú Contextual de Objeto. 
Al hacer clic derecho sobre un objeto se muestra ese menú contextual, en el que se 
pueden elegir algunas de las opciones más frecuentes. Todas ellas se encuentran incluidas en 




Las primeras opciones son específicas del tipo de objeto, se refieren a su formato 
algebraico y sólo se muestran cuando la Vista Algebraica permanece visible. El resto de las 
opciones son más generales, aunque no todas aparecen para todos los objetos. 
Seleccionando Propiedades se abre un cuadro de diálogo donde podemos cambiar las 
propiedades del objeto (subtítulo, color, tamaño, grosor, estilo, sombreado, visibilidad, capa, 
etc.) (Figura 24). 
 
                           Figura 24. Menú Contextual de objeto. 
             Fuente: Tomado de Software GeoGebra. 
5.5.9. Menú Contextual de Vista Gráfica. 
Al hacer un clic derecho sobre cualquier parte vacía de la Vista Gráfica se abre el menú 
contextual de visualización (Figura 25). 
 
           Figura 25. Menú contextual vista gráfica. 




5.6. Barra de Herramientas 
Aquí se encuentran las herramientas de flecha que permiten mover elementos, rotarlos 
o registrar valores en la hoja de cálculo. 
Aquí se construye todo lo que tiene que ver con puntos: puntos libres, puntos de 
intersección y puntos medios. 
En este botón se encuentran todas las herramientas que construyen objetos rectos: 
rectas, segmentos, rayos y vectores. 
Este contiene las construcciones básicas con regla y compás: rectas paralelas, 
perpendiculares, mediatrices, bisectrices, rectas tangentes a un círculo, rectas polares, 
ajuste lineal y lugares geométricos. 
Aquí están las herramientas para realizar polígonos, tanto regulares como irregulares. 
Este botón contiene las herramientas para construir todo lo relacionado con círculos: 
circunferencias, semicircunferencias, arcos y sectores circulares. 
Estas herramientas permiten construir las cónicas: elipses, hipérbolas y parábolas. 
Con estas herramientas se realizan las medidas de longitudes, ángulos, áreas y 
pendientes. 
Las herramientas para realizar reflejos, traslaciones y rotaciones se encuentran aquí. 
En este botón se encuentran las herramientas que contienen los controles: deslizadores, 
Casillas de control, imágenes y también las opciones de texto y para determinar si dos 
elementos cumplen alguna característica. 
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Por último, en esta opción se encuentran las opciones gráficas: ocultar y mostrar 
objetos, hacer zoom y desplazar la pantalla. 
5.7. Los Modos 
Veamos algunos ejemplos de la correspondencia entre acciones de botones (GeoGebra 
las llama “modos”), ejecutables con el ratón, y comandos. Justo encima de la línea de 
comandos, la barra de entrada nos recuerda en todo momento el modo seleccionado y la 
razón entre las escalas de los ejes. GeoGebra denota, por defecto, a los puntos y polígonos 
con mayúsculas y a los demás objetos (números, vectores, lugares geométricos, ecuaciones y 
funciones) con minúsculas. Así, si escribimos A = (2, 3), GeoGebra entiende que el objeto es 
un punto, mientras que si escribimos a = (2, 3) interpreta que es un vector libre. Para los 
ángulos usa el alfabeto griego. También se pueden añadir subíndices, sean números o letras. 
5.8. Comandos exclusivos a través del teclado 
Además de los modos y sus comandos asociados, y del ingreso directo, GeoGebra 
ofrece otros comandos, en donde podemos observar el especial interés que se muestra en el 
estudio de los elementos principales de cónicas y funciones. GeoGebra ayuda a la 
introducción de comandos de cuatro formas: 
 Mostrando una lista con todos los comandos, donde podemos elegir el deseado con un 
simple clic. 
 Autocompletando los nombres de los comandos al introducir las primeras letras, 
bastando pulsar Intro para pasar a escribir los argumentos. 
 Pulsando en el botón Entrada, lo que activa el modo del mismo nombre, que otorga la 
posibilidad de introducir el nombre de un objeto en la línea de comandos simplemente 
haciendo clic sobre él en cualquiera de las dos ventanas, algebraica o gráfica. 
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 Ofreciendo listas de símbolos frecuentes, como exponentes, factor de conversión a 
radianes letras griegas. 
En los comandos que ofrece GeoGebra se observa un cuidadoso interés por las 
representaciones que ayuden a la comprensión de los conceptos básicos. Es el caso, por 
ejemplo, del comando Pendiente, que anexa a una recta un triángulo rectángulo de cateto 
horizontal unidad con hipotenusa yaciente sobre la misma, representación extremadamente 
útil para comprender los conceptos de pendiente, derivada y función derivada. O el caso de 
Suma Inferior y Suma Superior que dibuja rectángulos por debajo y por encima de la gráfica 
de la función. O el comando Integral [f, g, a, b], que sombrea la región comprendida entre las 
gráficas de dos funciones. 
5.9. Creación de macros 
Los “macros” son listas ordenadas de acciones que se graban en paquetes con un 
nombre. Al ser ejecutadas, se comportan como un comando más. Por ejemplo, podemos crear 
las acciones para construir un triángulo equilátero a partir de una altura dada y grabar todo el 
proceso en un nuevo comando llamado “Triángulo Equilátero de Altura”. Todavía no se 
cuenta con este interesante y práctico recurso en la actual versión de GeoGebra, aunque ésta 
prevista su disponibilidad en futuras versiones. 
5.10. Creación de páginas web interactivas 
Cualquiera de nuestras construcciones puede exportarse como una aplicación 
interactiva (applet de Java) embebida en una página web con un simple clic. 
Para los usuarios avanzados, GeoGebra también dispone de una lista de parámetros 
ajustables en el código html del applet incrustado. Si usted es de los exigentes y todavía pide 
más versatilidad, GeoGebra le ofrece todo un repertorio de métodos de JavaScript que le 
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permitirán comunicar los objetos y propiedades de la aplicación con comandos html u otras 
aplicaciones. 
GeoGebra puede operar con números, ángulos, puntos, vectores, segmentos, rectas, 
secciones cónicas, funciones y curvas paramétricas. Es posible ingresar estos objetos en la 
Barra de Entrada anotando sus coordenadas o ecuaciones y pulsando la tecla Enter. 
5.11. Números 
Si se anota un número (por ejemplo: 3), GeoGebra le asigna como nombre una letra 
minúscula. Si se prefiere otro nombre, es preciso anotarlo seguido del signo igual que 
antecederá al valor numérico (por ejemplo: para crear un decimal r se anota r = 5,32). Los 
números y ángulos usan el punto ‘.’ como separador decimal. También pueden emplearse la 
constante π o la e de Euler para expresiones y cálculos, selección ándalas en los menús que se 
despliegan próximos a la Barra de Entrada o usando las teclas de atajo. 
5.12. Ángulos 
Los ángulos se ingresan en grados (0) o en radianes (rad). La constante π es útil para 
los valores en radianes y puede también anotarse como pi. 
 Alt-O (MacOS: Ctrl-O) para el símbolo de grados 0 
 Alt-P (MacOS: Ctrl-P) para el símbolo π 
GeoGebra realiza todos los cálculos internos en radianes. El símbolo (0) no es sino una 
constante para convertir π/180 de grados a radianes. 
Ejemplos: 
 Si 𝑎 = 30 es un número, entonces 𝛼 = 𝑎° convierte a un ángulo 𝛼 = 30° el número 
𝑎, sin cambiar su valor 
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 Anotar 𝑏 = 𝛼 °⁄  el ángulo α vuelve a convertirse en el número 𝑏 = 30, sin cambiar 
su valor. 
5.13. Puntos y Vectores 
 Para ingresar un punto 𝑃 o un vector v en coordenadas cartesianas se anota 𝑃 =
(1,0) 𝑜 𝑣 = (0,5). 
 Para usar coordenadas polares se anota 𝑃 = (1, 0°) 𝑜 𝑣 = (5; 90°). 
El punto y coma separa las coordenadas. Si no se anota el símbolo de grados, 
GeoGebra asumirá que el valor del ángulo ésta expresado en radianes. En GeoGebra, también 
pueden hacerse cálculos con puntos y vectores. 
Ejemplos: 
 Puede establecerse el punto medio M de los puntos A y B anotando: M =  (A + B) 2⁄  en 
la Barra de Entrada. 
 Puede calcularse la longitud de un vector 𝑣 anotando longitud  −𝑣 = 𝑠𝑞𝑟𝑡(𝑣 ∗ 𝑣) 
5.14. Rectas 
Una recta se ingresa como una ecuación lineal en x e y o en forma paramétrica en la 
Barra de Entrada. En ambos casos, se pueden emplear en tal ecuación, variables previamente 
definidas (números, puntos, vectores). 
Ejemplos: 
 Podemos definir una recta g ingresando la ecuación 𝑔: 3𝑥 + 4𝑦 = 2 como ecuación 
lineal. 
 Debe definirse un parámetro 𝑡(𝑡 = 3) antes de ingresar la recta g en formato 
paramétrico como 𝑔: 𝑥 = (−5,5) + 𝑡(4, −3). 
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 En primer lugar, deben definirse los parámetros 𝑚 = 2 𝑦 𝑏 = −1 antes de ingresar la 
ecuación 𝑔: 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 para obtener una recta 𝑔 en el formato interceptado 𝑦. 
5.15. Ejes 
Al hacer ejes de coordenadas se accede con los comandos correspondientes a través 
de eje 𝑥 y eje 𝑦 respectivamente. 
Ejemplo: 
 El comando Perpendicular [𝐴, 𝑒𝑗𝑒 𝑥] construye la recta perpendicular al eje X que 
pasa por el punto A. 
5.16. Secciones Cónicas 
Una sección cónica se ingresa como una ecuación cuadrática en 𝑥 e 𝑦. Se pueden 
emplear en la ecuación, variables previamente definidas (números, puntos, vectores). 
Ejemplos: 
 Elipse: eli: 9x ∧  2 +  16y ∧  2 =  144 
 Hipérbola: hip ∶  9x ∧  2 −  16y ∧  2 =  144 
 Parábola: par ∶  y ∧  2 =  4x 
 Circunferencia: 𝑘1 ∶  𝑥 ∧  2 +  𝑦 ∧  2 =  25 
 Circunferencia: 𝑘2 ∶  (𝑥 −  5)  ∧  2 +  (𝑦 +  2)  ∧  2 =  25 
Si se definen dos parámetros 𝑎 =  4 𝑦 𝑏 =  3, a partir de ellos se puede ingresar una 
elipse como 𝑒𝑙𝑖 ∶  𝑏 ∧  2 𝑥 ∧  2 +  𝑎 ∧  2 𝑦 ∧  2 =  𝑎 ∧  2 𝑏 ∧  2. 
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5.17. Función de x 
Para ingresar una función podemos emplear variables previamente definidas 
(números, puntos, vectores) y otras funciones. 
Ejemplos: 
 Función 𝑓 ∶  𝑓(𝑥)  =  3𝑥 ∧  3 −  𝑥 ∧  2 
 Función 𝑔 ∶  𝑔(𝑥)  =  𝑡𝑎𝑛(𝑓(𝑥)) 
 Función sin nombre: 𝑠𝑖𝑛(3𝑥)  +  𝑡𝑎𝑛(𝑥) 
Todas las funciones internas (como seno, coseno, tangente − sin, cos, tan − sec y otras 
trigonométricas) se describen en la sección dedicada a Funciones Pre-Definidas y 
Operaciones. 
También se pueden emplear los comandos 𝑓′(𝑥) 𝑜 𝑓′′(𝑥), . .. para las derivadas de 
una función 𝑓(𝑥) previamente definida: 
Ejemplo:  
 Tras definir la función 𝑓 como 𝑓(𝑥)  =  3𝑥 ∧  3 −  𝑥 ∧  2. Se puede derivar la 
función, dando clic en la opción Comando ubicada en la Barra de entrada, seleccione 
la pestaña Derivada, y digite Derivada [𝑓(𝑥)] en la respectiva Barra de entrada. 
Lo cual aparecerá en la vista algebraica 𝑔(𝑥)  =  9𝑥2 −  2𝑥, como la derivada de la 
función correspondiente; nuevamente escriba en la Barra de entrada: 𝑐𝑜𝑠 (𝑓(𝑥 +  2)) y da 
como resultado ℎ(𝑥)  =  𝑐𝑜𝑠(3(𝑥 + 2)3 − (𝑥 + 2)2) . 
Para limitar una función a un intervalo [𝑎, 𝑏], debe emplearse el comando Función. 




 𝐹𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑧𝑎[𝑥2  +  𝑥 −  6] da por resultado 𝑓(𝑥)  =  (𝑥 −  2)(𝑥 +  3). 
5.18. Variables Booleanas y Operaciones 
Pueden emplearse las variables Booleanas cierto y falso en GeoGebra. Basta ingresar, 
por ejemplo, a = true o b = false en la Barra de Entrada y pulsar la tecla Enter. 
También pueden usarse variables Booleanas como números (valor 0 ´o 1). Esto 
permite usar un casillero como la velocidad dinámica de un deslizador animado como para 
que controle el inicio y detención de la animación. En este caso, el botón de animación solo 
aparecerá en la Vista Gráfica cuando hubiera también un deslizador animado con velocidad 
estática (es decir. no-dinámica). 
5.19. Operaciones Booleanas 
Se pueden usar en GeoGebra, las siguientes operaciones con variables y condiciones 
booleanas sea seleccionándolas de la lista desplegable próxima a la Barra de Entrada, sea 
ingresándolas usando el teclado. 
Tabla 1. Operaciones Boleanas 
 
Fuente: Tomada de Trujillo y Giraldo (2011).  
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5.20. Lista de Objetos y de Operaciones 
Usando llaves pueden crearse listas de varios objetos (como puntos, segmentos, 
circunferencias). 
Ejemplos: 
 𝐿 =  {𝐴, 𝐵, 𝐶} establece una lista de tres puntos definidos previamente 𝐴, 𝐵, 𝑦 𝐶. 
 𝐿 =  {(0, 0), (1, 1), (2, 2)} produce una lista de los puntos ingresados, en tantos 
puntos sin nominar. 
5.20.1.Comparar Listas de Objetos. 
Pueden compararse dos listas de objetos empleando la siguiente sintaxis: 
 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎1 ==  𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎2: Controla si las dos listas son iguales y brinda como resultado de 
salida 𝑣𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜 (𝑡𝑟𝑢𝑒) 𝑜 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑜 (𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒). 
 𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎1 ==  𝑙𝑖𝑠𝑡𝑎2: Controla si las dos listas son desiguales y brinda como resultado 
de salida 𝑣𝑒𝑟𝑑𝑎𝑑𝑒𝑟𝑜 (𝑡𝑟𝑢𝑒) 𝑜 𝑓𝑎𝑙𝑠𝑜 (𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒). 
5.20.2. Aplicar Operaciones y Funciones a las Listas. 
Cada vez que se aplican operaciones y funciones pre-definidas a listas, se obtiene 
como resultado, una nueva lista. 
Sumas y Restas. 
Ejemplos: 
 Lista1 + Lista2: Suma uno a uno, cada par de elementos correspondientes de una y 
otra lista. Las dos listas deben tener la misma longitud. 
 Lista + Número: Suma el número a cada uno de los elementos de la lista. 
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 Lista1 - Lista2: Resta los elementos de la segunda lista a cada uno de los 
correspondientes de la primera. 
 Lista - Número: Resta el número a cada uno de los elementos de la lista. 
Multiplicación y División. 
Ejemplos: 
 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎1 ∗  𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎2: Multiplica uno a uno, cada par de elementos correspondientes de 
una y otra lista. Si las dos listas son matrices compatibles, se emplea la multiplicación 
de matrices. 
 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 ∗  𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜: Multiplica por el número, cada uno de los elementos de la lista. 
 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎1 / 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎2: Divide uno a uno, cada uno de los elementos de la primera lista por 
los correspondientes de la segunda. 
 Lista / Número: Divide cada elemento de la lista, por el número. 
 Número / Lista: Divide el número por cada elemento de la lista. 
Usando funciones. 
 𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 ∧ 2: Eleva al cuadrado cada elemento de la lista. 
 𝑠𝑖𝑛(𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎): Aplica la función seno a cada elemento de la lista. 
5.21. Números Complejos y Operaciones 
GeoGebra no trata directamente con números complejos, pero se pueden emplear 
puntos para simular operaciones con números complejos.  
Ejemplo: Si se ingresa el número complejo 3 +  4𝑖 en la Barra de Entrada, aparece el 




Se puede exponer cualquier punto como un número complejo en la Vista Algebraica. 
Al abrir la Caja de Dialogo de Propiedades del punto, se puede seleccionar Número 
Complejo en la lista de formatos de Coordenadas de la pestaña Algebra. Si la variable 𝑖 no 
hubiera sido definida, será reconocida como el par ordenado 𝑖 =  (0, 1) o el número 
complejo 0 +  1𝑖. Esto implica que la variable 𝑖 también puede usarse para anotar números 
complejos en la Barra de Entrada (𝑐𝑜𝑚𝑜 𝑞 =  3 +  4𝑖). 
5.21.1. Sumas y Restas. 
Ejemplos: 
 (2 +  𝑖)  +  (1 −  2𝑖) Da por resultado el número complejo 3 −  1𝑖. 
 (2 +  𝑖)  −  (1 −  2𝑖) da por resultado el número complejo 1 +  3𝑖. 
5.21.2. Multiplicación y División. 
Ejemplos: 
 (2 +  𝑖)  ∗  (1 −  2𝑖)  da por resultado el número complejo 4 −  3𝑖. 
 (2 +  𝑖)/(1 −  2𝑖) da por resultado el número complejo 0 +  𝑖. 
La multiplicación habitual (2, 1)  ∗  (1, −2) da por resultado el producto escalar de los 
dos vectores. 
Otros ejemplos: 
GeoGebra también reconoce expresiones con números reales y complejos. 
 3 + (4 +  5𝑖) da por resultado el número complejo 7 +  5𝑖. 
 3 − (4 +  5𝑖) da por resultado el número complejo −1 −  5𝑖. 
 3/(0 +  𝑖) da por resultado el número complejo 0 −  3𝑖. 
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 3 ∗  (1 +  2𝑖) da por resultado el número complejo 3 + −6𝑖. 
5.22. Estadística 
5.22.1. Media. 
 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎[𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑁´𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜𝑠]: Calcula la media de los elementos listados. 
 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑋[𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠]: Calcula la media de las abscisas (coordenadas x) de los 
puntos listados. 
 𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑌[𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑃𝑢𝑛𝑡𝑜𝑠]: Calcula la media de las ordenadas (coordenadas y) de los 
puntos listados. 
5.22.2. Mediana. 
𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎𝑛𝑎[𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜𝑠]: Determina la mediana de los elementos listados. 
5.22.3. Moda. 
𝑀𝑜𝑑𝑎[𝐿𝑖𝑠𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑛´𝑢𝑚𝑒𝑟𝑜𝑠]: Determina la moda de los elementos listados. 
Ejemplos: 
 𝑀𝑜𝑑𝑎[{1, 2, 3, 4}] Da por resultado una lista vacía {} 
 𝑀𝑜𝑑𝑎[{1, 1, 1, 2, 3, 4}] Da por resultado la lista {1} 
 𝑀𝑜𝑑𝑎[{1, 1, 2, 2, 3, 3, 4}] Da por resultado la lista {1, 2, 3} 
5.22.4. Normal. 
 𝑁𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙[𝑀𝑒𝑑𝑖𝑎, 𝐷𝑒𝑠𝑣𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝐸𝑠𝑡á𝑛𝑑𝑎𝑟, 𝑉𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑑𝑒 𝑉𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑙𝑒]: Calcula la función 
(𝛷(𝑥𝑚𝑒𝑑𝑖𝑎) / 




5.23. Comandos de Hoja de Cálculo 
5.23.1. Rango Celda. 
𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 [𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 𝐼𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙, 𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 𝐹𝑖𝑛𝑎𝑙]: Crea una lista conteniendo los valores de 
las celdas dentro del rango establecido. 
Ejemplo: 
Al anotar los siguientes valores en las celdas correspondientes de la Hoja de Cálculo: 
 𝐴1 =  1, 𝐴2 =  4, 𝐴3 =  9, el comando 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑜𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎[𝐴1, 𝐴3] da por 
resultado la lista {1, 4, 9}. 
5.23.2. Columna. 
𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎[𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 𝐻𝑜𝑗𝑎 𝑑𝑒 𝐶á𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜]: Da por resultado la columna de la celda como un 
número (empezando por 1) 
Ejemplo: 
 𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎[𝐵3] da por resultado el número 𝑎 =  2 dado que la columna B es la 
segunda de la hoja de cálculo. 
5.23.3. Nombre Columna. 
𝑁𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝐶𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛𝑎[𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 𝑑𝑒 𝐻𝑜𝑗𝑎 𝑑𝑒 𝐶á𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜]: Da por resultado el nombre de la 
columna de la celda como un texto. 
Ejemplo: 




𝐹𝑖𝑙𝑎[𝐶𝑒𝑙𝑑𝑎 𝐻𝑜𝑗𝑎 𝑑𝑒 𝐶á𝑙𝑐𝑢𝑙𝑜]: Da por resultado el n´umero de la fila de la celda de la 
hoja de cálculo (empezando por 1). 




5.24. Funciones Pre-Definidas y Operaciones 
Las funciones pre-definidas deben ingresarse usando paréntesis y sin dejar espacio 
alguno entre el nombre de la función y el paréntesis. Las siguientes operaciones están 
disponibles en GeoGebra: 
       Tabla 2. Funciones Pre-definidas 
Operación / función Entrada 
𝑠𝑢𝑚𝑎 + 
𝑟𝑒𝑠𝑡𝑎 − 
𝑃𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 ∗  𝑜 𝑡𝑒𝑐𝑙𝑎 𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑎𝑑𝑜𝑟𝑎 
𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜 ∗  𝑜 𝑡𝑒𝑐𝑙𝑎 𝐸𝑠𝑝𝑎𝑐𝑖𝑎𝑑𝑜𝑟𝑎 
𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖ó𝑛 / 
𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑐𝑖ó𝑛 ∧  𝑜 2 
𝑓𝑎𝑐𝑡𝑜𝑟𝑖𝑎𝑙 ! 
𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 𝑔𝑎𝑚𝑚𝑎( ) 
𝑝𝑎𝑟é𝑛𝑡𝑒𝑠𝑖𝑠 ( ) 
𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑛𝑑𝑎 − 𝑥 𝑥( ) 
𝑐𝑜𝑜𝑟𝑑𝑒𝑛𝑎𝑛𝑑𝑎 − 𝑦 𝑦( ) 
𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑎𝑏𝑠𝑜𝑙𝑢𝑡𝑜 𝑎𝑏𝑠 ( ) 
𝑠𝑖𝑔𝑛𝑜 𝑠𝑔𝑛 ( ) 
𝑟𝑎í𝑧 𝑐𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑑𝑎 𝑠𝑞𝑟𝑡( ) 
𝑟𝑎í𝑧 𝑐𝑢𝑏𝑖𝑐𝑎 𝑐𝑏𝑟𝑡( ) 
𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑎𝑙𝑒𝑎𝑡𝑜𝑟𝑖𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑒 𝑐𝑒𝑟𝑜 𝑦 𝑢𝑛𝑜 𝑟𝑎𝑛𝑑𝑜𝑚( ) 
𝑓𝑢𝑛𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑥𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑐𝑖𝑎𝑙 𝑒𝑥𝑝( ) 𝑜 𝑒𝑥  
𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑜 (𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑎𝑙, 𝑑𝑒 𝑒) 𝑙𝑛( ) 𝑜 𝑙𝑜𝑔( ) 
𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑜 𝑑𝑒 2 𝑙𝑑( ) 
𝑙𝑜𝑔𝑎𝑟𝑖𝑡𝑚𝑜 𝑑𝑒 10 𝑙𝑔( ) 
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑐𝑜𝑠( ) 
𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑠𝑖𝑛( ) 
𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑡𝑎𝑛( ) 
𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑎𝑐𝑜𝑠( ) 
𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑎𝑠𝑖𝑛( ) 
𝑎𝑟𝑐𝑜 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑡𝑎𝑛( ) 
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑐𝑜𝑠ℎ( ) 
𝑠𝑒𝑛𝑜 ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑠𝑖𝑛ℎ( ) 
𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑎 𝑡𝑎𝑛ℎ( ) 
𝑐𝑜𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑖ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑎𝑐𝑜𝑠ℎ( ) 
𝑠𝑒𝑛𝑜 𝑎𝑛𝑡𝑖ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑎𝑠𝑖𝑛ℎ( ) 
𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑎𝑛𝑡𝑖ℎ𝑖𝑝𝑒𝑟𝑏ó𝑙𝑖𝑐𝑜 𝑎𝑡𝑎𝑛ℎ( ) 
𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑜 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓𝑙𝑜𝑜𝑟( ) 
𝑚𝑒𝑛𝑜𝑟 𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟𝑜 𝑚𝑎𝑦𝑜𝑟 𝑜 𝑖𝑔𝑢𝑎𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑐𝑒𝑖𝑙( ) 
𝑅𝑒𝑑𝑜𝑛𝑑𝑒𝑜 𝑟𝑜𝑢𝑛𝑑( ) 





6. Actividades a Realizar 
Dentro de las actividades que se realiza con los estudiantes, se usara el modelo de Van 
Hiele, que consta de cinco fases: información, orientación dirigida, explicitación, orientación 
libre e integración, usando el software GeoGebra, se manejará cada una de las fases del 
modelo y las observaciones que se realizarán utilizando el software GeoGebra. 
6.1. Fase 1: Información 
En la primera sección se aplicará un examen diagnóstico sobre secciones cónicas 
donde, el profesor tiene la oportunidad de identificar los conocimientos previos que puedan 
tener sus alumnos sobre este nuevo campo de trabajo y su nivel de razonamiento en el 
mismo. Además, los alumnos deben recibir información para conocer el campo de estudio 
que van a iniciar, los tipos de problemas que van a resolver, los métodos y materiales que 
utilizarán. 
6.2. Resultados y análisis prueba diagnóstica 
Se aplicó un examen diagnóstico sobre secciones cónicas donde, el profesor tiene la 
oportunidad de identificar los conocimientos previos que puedan tener sus alumnos sobre este 
nuevo campo de trabajo y su nivel de razonamiento en el mismo. La prueba diagnóstica se 
realizó con 27 estudiantes del grado 903 de la institución educativa Jorge Villamil Ortega. 
6.3. Prueba diagnóstica secciones cónicas 
1. ¿Qué son Cónicas? 
A. Figuras geométricas que se dan en la geometría analítica. 
B. Cuando se gira una recta y genera una figura. 
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C. Figuras geométricas que aparecen cuando hacemos la intersección de un cono con un 
plano. 
D. Dos rectas secantes. 
Se busca indagar si el estudiante tiene algunos conocimientos básicos del tema de 
cónicas, si sabe de dónde se origina o tiene algunos conocimientos previos. 
 
         Figura 26. Cónicas  prueba diagnóstica. 
     Fuente: creación propia. 
El 63% de los estudiantes contestaron: figuras geométricas que aparecen cuando 
hacemos la intersección de un plano con un cono. Lo cual es la respuesta correcta y el otro 
37% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 reconoce qué son las secciones 
cónicas y de dónde se originan.  
2. ¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono 𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 y el plano Y = 1? 
A. Una recta.  
B. Una circunferencia. 








D. Una elipse. 
Se pretende determinar el grado de conocimiento básico de los estudiantes, dependiendo 
de la forma en que el plano corta la superficie cónica de revolución puedan identificar si 
la curva obtenida es una circunferencia, una parábola, una elipse o una hipérbola. 
 
Figura 27. Intersección del cono con el plano prueba diagnóstica. 
Fuente: Fuente: creación propia. 
Solo el 11% de los estudiantes contestaron: una hipérbola, lo cual es la respuesta 
correcta. Y el otro 89% dieron otro tipo de respuesta diferente a la correcta, lo cual evidencia 
que aunque saben que las secciones cónicas son figuras geométricas que aparecen cuando 
hacemos la intersección de un cono con un plano, no identifican el tipo de curva o figura que 
se obtiene cuando el plano corta la superficie cónica de revolución a saber si es una 
circunferencia, parábola, hipérbola o elipse. 
3. ¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono  𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 y el plano Z = 1? 
A. Una elipse. 
B. Una hipérbola. 
C. Una recta. 








Se pretende determinar el grado de conocimiento básico de los estudiantes, dependiendo 
de la forma en que el plano corta la superficie cónica de revolución puedan identificar si 
la curva obtenida es una circunferencia, una parábola, una elipse o una hipérbola. 
 
Figura 28. Intersección del cono con el plano horizontal prueba diagnóstica. 
Fuente: creación propia. 
Solo el 22% de los estudiantes dieron la respuesta correcta: una circunferencia. Y el 
otro 89% dieron otro tipo de respuesta diferente a la correcta, lo cual evidencia que aunque 
saben que las secciones cónicas son figuras geométricas que aparecen cuando hacemos la 
intersección de un cono con un plano no identifican el tipo de curva o figura que se obtiene 
cuando el plano corta la superficie cónica de revolución a saber si es una circunferencia, 
parábola, hipérbola o elipse. 
4. Cuál es el lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran a la misma distancia 











Conocimiento básico que se quiere saber con esta pregunta es si el estudiante maneja el 
concepto de la construcción de parábola ya sea, utilizando solo regla y compás, mediante 
el uso de cuerdas u otros objetos y lo más actual con el uso de programas de computación 
en nuestro caso con GeoGebra.  
 
                Figura 29. Concepto de construcción de parábola prueba diagnóstica. 
                            Fuente: creación propia. 
El 37% de los estudiantes contestaron: parábola lo cual es la respuesta correcta y el 
otro 63% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 no maneja el concepto de la 
construcción de parábola ya sea, utilizando solo regla y compás, mediante el uso de cuerdas u 
otros objetos y lo más actual con el uso de programas de software en nuestro caso con 
GeoGebra.  
5. Indicar la ecuación de la parábola cuya gráfica es: 
A. 𝑥 = −𝑦2. 
B. 𝑦 = −𝑥2. 
C. 𝑦 = 𝑥2. 








Conocimiento básico si el estudiante ya sabe funciones cuadráticas, tablas y gráficos 
para poder trabajar con cónicas. 
 
Figura 30. Ecuación de la parábola prueba diagnóstica. 
Fuente: creación propia. 
Se observa que el 26% de los estudiantes del grado 903 dieron la respuesta correcta 
que es 𝑦 = −𝑥2 según las opciones de respuesta tipo prueba saber y el 74% contestaron otro 
tipo de respuesta diferente a la correcta. Lo cual se evidencia que la mayoría de estudiantes 
no manejan el concepto de funciones cuadráticas a pesar de que esta dentro del plan de 
estudios del grado noveno una parábola puede tener su vértice en cualquier par de 
coordenadas y puede estar orientada hacia arriba, hacia abajo o hacia la izquierda o la 
derecha. 














Conocimiento básico si el estudiante sabe identificar una figura cónica en el medio donde 
vive. 
 
           Figura 31. Identificación de una figura cónica prueba diagnóstica. 
        Fuente: creación propia. 
El 33% de los estudiantes contestaron: parábola lo cual es la respuesta correcta y el 
otro 63% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 no identifican una sección 
cónica en el medio donde viven. 
7. La elipse es el lugar geométrico de puntos 
A. Cuyo cociente de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
B. Cuya suma de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
C. Cuya diferencia de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
D. Cuyos productos de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
Lo que se busca con esta pregunta es saber si el estudiante maneja la ecuación canónica de 
la elipse, pero además conocer los siguientes elementos: focos, eje focal o eje principal, 









                   Figura 32. Conocimientos elementos de la elipse  prueba diagnóstica. 
            Fuente: creación propia. 
El 26% de los estudiantes dieron la respuesta correcta que es: cuya suma de 
longitudes a dos puntos fijos es constante. El otro 74% dieron otro tipo de respuesta diferente 
a la correcta. Lo que se busca con esta pregunta es saber si el estudiante maneja la ecuación 
canónica de la elipse, pero además conocer los siguientes elementos: focos, eje focal o eje 
principal, centro, eje normal o secundario, vértices, eje mayor, eje menor y lado recto. 
















+ 𝑦2 = 1 
Lo que se busca con esta pregunta es saber si el estudiante maneja la ecuación canónica 
de la elipse, pero además conocer los siguientes elementos: focos, eje focal o eje 











Figura 33. Ecuación canónica de la elipse prueba diagnóstica. 
Fuente: creación propia. 
Solo un 4% de los estudiantes dio la respuesta correcta que es:  
𝑥2
4
+ 𝑦2 = 1, el resto 
96% dio otra respuesta diferente a la correcta. Lo que se busca con esta pregunta es saber si el 
estudiante maneja la ecuación canónica de la elipse, pero además conocer los siguientes 
elementos: focos, eje focal o eje principal, centro, eje normal o secundario, vértices, eje 
mayor, eje menor y lado recto. 
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En este punto se trata de que el estudiante identifique qué  tipo de ecuación es, en 
cuanto a las cuatro secciones cónicas. Para esto debe tener un conocimiento básico de 
las fórmulas o ecuaciones que conforman una circunferencia, parábola, elipse o 
hipérbola. 
 
 Figura 34. Identificación de una curva canónica por medio de su ecuación prueba diagnóstica. 
 Fuente: creación propia. 
El 19% de los estudiantes contestaron: circunferencia lo cual es la respuesta correcta y 
el otro 81% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 no identifican que tipo de 
ecuación es, en cuanto a las cuatro secciones cónicas. Para esto debe tener un conocimiento 
básico de las fórmulas o ecuaciones que conforman una circunferencia, parábola, elipse o 
hipérbola. 
10. La ecuación cuadrática en dos variables en que ambos cuadrados tienen signo 
desigual corresponden a una: 
A. Parábola. 









En este punto el estudiante debe conocer o manejar la ecuación general de segundo grado  
𝑨𝒙𝟐 + 𝑩𝒙𝒚 + 𝑪𝒚𝟐 + 𝑫𝒙 + 𝑬𝒚 + 𝑭 = 𝟎, donde A, B, C, D, E, F son números reales y A, B 
y C diferentes de cero. 
Cuando B= 0 entonces:     A=C es una circunferencia 
                                             A≠ C mismo signo es una elipse 
                                             A ≠ C signos contrarios es una hipérbola 
 
                Figura 35. Ecuación cuadrática prueba diagnóstica. 
                Fuente: creación propia. 
El 26% de los estudiantes contestaron: Hipérbola, lo cual es la respuesta correcta y el 
otro 74% de los estudiantes contestaron otro tipo de respuesta diferente a la correcta. En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 no identifican la ecuación 
general de segundo grado.   
En base de los resultados del examen diagnóstico se puede verificar que 73% de los 
estudiantes no manejan los conocimientos necesarios para el trabajo que se va a realizar sobre 
secciones cónicas y el otro 27% manejan algunas ideas vagas sobre el tema.  En 
consecuencia, la mayor parte de los estudiantes del grado 903 de la institución educativa 
Jorge Villamil Ortega de tener que ubicarlos en uno de los niveles del modelo de Van Hiele 







Visualización o reconocimiento. Sin embargo, se espera que estos conocimientos previos se 
disipen en realización de la actividad. 
En la segunda sesión se realizó una explicación en forma de presentación sobre la 
historia de las cónicas y su aplicación en la actualidad. También la explicación del uso del 
software gratuito GeoGebra con el cual se trabajará durante todas las fases ya que los 
estudiantes no lo conocen y nunca han trabajado con este programa.  
 
 
Figura 36. Fotografías. 
Fuente: propiedad del autor. 
En la tercera sesión se procedió a realizar un taller introductorio 1 y 2. Con el fin de 
que los estudiantes se familiaricen con los diferentes comandos que maneja el software 
GeoGebra y proporcionar herramientas necesarias para construcciones posteriores. Los 
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talleres son: Taller introductorio 1 Construcción del triángulo rectángulo con ángulos de 
90°, 60° 𝑦 30°. Taller introductorio 2 Construcción del cuadrado. 
6.3.1. Taller introductorio 12. 
Construcción paso a paso: Triángulo rectángulo con ángulos de 90°, 60° 𝑦 30°. 
1. Abra un nuevo archivo en GeoGebra. 
2. Oculta los ejes, para esto elija el menú Vista y desmarque la opción Ejes. 
3. Elija la herramienta Nuevo Punto y construya en la zona gráfica dos puntos A y B. 
4. Utilice la herramienta recta que pasa por los puntos A y B. 
5. Utilice la herramienta punto en objeto y coloque entre los puntos A y B, se crea un nuevo      
punto C. 
6. Escoge la herramienta circunferencia con centro y punto y construya el círculo con centro 
en A que pasa por el punto C. Construya un segundo círculo con centro en C que pase por A. 
7. Elija la herramienta Intersección de Dos Objetos y construya el punto de intersección D de 
los dos Círculos. 
8. Escoja la herramienta circunferencia con centro y punto y construya el círculo con centro 
en D que pasa por el punto A. 
9. Elija la herramienta Intersección de Dos Objetos y construya el punto E de intersección de 
los dos Círculos. 
10. Utilice la herramienta punto medio y una los dos puntos de intersección D y E. se crea el 
punto medio F. 
11. Utilice la herramienta recta y una el punto A con el punto medio F. el cual se crea un 
ángulo de 90°. 
                                                          
2 A partir de este apartado se aclara que todas las fotografías son de autoría del autor y fueron tomadas con como 
insumo de la presente investigación. 
66 
 
12. utilice la herramienta punto en objeto y cree un nuevo punto entre A y B.se crea el punto 
G. 
13. Escoja la herramienta circunferencia con centro y punto y construya el círculo con centro 
en B que pasa por el punto G. Construya un segundo círculo con centro en G que pase por B. 
14. Elija la herramienta Intersección de Dos Objetos y construya el punto de intersección H 
de los dos Círculos. 
15. Utilice la herramienta punto medio y una los dos puntos de intersección G y H. se crea el 
punto medio I. 
16. Utilice la herramienta recta y una el punto B con el punto medio I. el cual se crea un 
ángulo de 30°. 
17. Para crear el triángulo rectángulo escoja la herramienta punto de intersección y une las 
dos rectas que se intersectan. 
18. Utilice la herramienta polígono y una los tres vértices o puntos que conforman el 
triángulo rectángulo. 
20. Por último, utilice la herramienta Expone / Oculta Objeto para ocultar los círculos y todo 
lo demás hasta dejar visible únicamente el triángulo. 
Adicional: 
21. Para comprobar que el triángulo efectivamente es rectángulo, mida la longitud de los 
lados del triángulo y sus ángulos. 
22. Mueva los puntos A y B observe que, no importa cómo se mueva, el triángulo siempre se 





6.3.2. Taller introductorio 2. 
Construcción paso a paso del cuadrado. 
1. Abra un archivo en GeoGebra. 
2. Oculta los ejes, para esto elija el menú vista y desmarque la opción ejes. 
3. Elija la herramienta Nuevo Punto y construya en la zona gráfica dos puntos A y B. 
4. Utilice la herramienta Segmento entre Dos Puntos y construya el segmento AB. 
5. Utilice la herramienta Recta Perpendicular y construya la recta perpendicular al segmento 
AB que pase por el punto A, luego use la misma herramienta para construir la recta 
perpendicular al segmento AB que pase por el punto B. 
6. Utilice la herramienta Circunferencia dado su Centro y uno de sus Puntos y construya el 
círculo con centro en el punto A que pase por B. 
7. Elija la herramienta intersección de Dos Objetos y construya el punto de intersección C entre 
el círculo y la recta b. 
8. Utilice la herramienta Recta Paralela para construir la recta paralela al segmento AB que 
pase por el punto C. 
9. Elija la herramienta intersección de Dos Objetos y construya el punto de intersección D entre 
la recta paralela y la recta c. 
10. Utilice la herramienta Segmento entre Dos Puntos y construya los segmentos AC, CD y 
DB. 
11. El cuadrilátero ABCD es un cuadrado. 
12. Mueva los puntos A y B observe que, no importa cómo se mueva, el cuadrilátero siempre 
se mantiene siendo cuadrado. 
13. Por último, utilice la herramienta Expone / Oculta Objeto para ocultar el círculo y las rectas, 
dejando sólo visible el cuadrado. 








A partir de la aplicación de la segunda y la tercera sesiones, los estudiantes ya tienen 
conocimientos necesarios para continuar con las actividades establecidas con el software 
GeoGebra y conocimientos generales sobre la historia de las secciones cónicas: de donde 
salen, los nombres que tienen cada una de ellas, las diferentes figuras geométricas o curvas 
que se generan al interceptar un plano con una superficie cónica de revolución sin mencionar 






¿Qué son cónicas?, con respecto a la pregunta número 1. 




El 96% de los estudiantes contestaron la respuesta correcta y solo un 4% dio otra 
respuesta diferente. Lo cual pasó del 63% de respuestas correctas aplicadas en el examen 
diagnóstico al 96% de respuestas correctas después de aplicarse la segunda sesión explicación 
en forma de presentación sobre la historia de las cónicas y su aplicación en la actualidad. Es 




¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono 𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 y el plano Y = 1?, 





El 85% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual se forma una hipérbola y 
el 15% otra respuesta diferente a la respuesta correcta. Lo cual paso de 11% de respuestas 
correctas del examen diagnóstico al 85% de respuestas correctas después de aplicarse la 
segunda sesión explicación en forma de presentación. Es decir, se obtuvo un 74% mejores 
resultados después de aplicarse la segunda sesión. 
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¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono  𝒛𝟐 = 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 y el plano Z = 
1?, con respecto a la tercera pregunta del diagnóstico. 
 
 
El 87% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual se forma una hipérbola y 
el 11% otra respuesta diferente a la respuesta correcta. Lo cual paso de 22% de respuestas 
correctas del examen diagnóstico al 87% de respuestas correctas después de aplicarse la 
segunda sesión explicación en forma de presentación. Es decir, se obtuvo un 65% mejores 
resultados después de aplicarse la segunda sesión. 
Ecuación canónica que se usa para modelar los platos de las antenas de tv. Con respecto 





El 90% de los estudiantes dieron la respuesta correcta la cual tiene forma de parábola 
y el 10% otra respuesta diferente a la respuesta correcta. Lo cual paso de 33% de respuestas 
correctas del examen diagnóstico al 90% de respuestas correctas después de aplicarse la 
segunda sesión explicación en forma de presentación. Es decir, se obtuvo un 57% mejores 
resultados después de aplicarse la segunda sesión. 
6.4. Fase 2: Orientación dirigida 
En esta fase con la orientación del Docente y con actividades concretas y  bien 
dirigidas se realiza la construcción de secciones cónicas (Circunferencia, Parábola, Elipse, 
Hipérbola)  mediante el software GeoGebra, lo cual le permite  analizar, practicar y medir las 
diferentes construcciones por parte de los estudiantes, además que mientras realizan la 
construcción de cada una de las secciones cónicas ellos mismos se dan cuenta de por qué   la 
definición teórica de la circunferencia, parábola, elipse, hipérbola.  
Teniendo en cuenta lo anterior empezamos la construcción de las secciones cónicas. 
En la cuarta, quinta y sexta sesión. 
CIRCUNFERENCIA  
La circunferencia es el lugar geométrico de puntos que equidistan de uno fijo llamado centro. 
La distancia de un punto cualquiera de la circunferencia al centro se denomina radio. 
Pasos a seguir:  
Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menú Vista seleccionamos sin ejes, sin 
cuadrícula y sin Vista algebraica y en el Menú Opciones desactivar cuadrícula.  
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Seleccionamos la Herramienta Deslizador y damos clic en un lugar de la Vista Gráfica. 
Aparece una ventana como la de la imagen. Fíjese que en la opción Nombre aparece a, este es 
el nombre del deslizador. 
 
 
En la pestaña Deslizador la dejamos en Horizontal y en la de Animación cambiamos 
Oscilante por Incremento. Damos clic en Aplica y modificamos a =1 por a =0 simplemente 
moviendo el punto. 
Escogemos ahora la herramienta Circunferencia dado su radio, damos clic en la ventana 
gráfica, y cuando nos pida el radio escribimos a. Damos OK y en principio parece que no ha 






Ya trazada la circunferencia con centro A, vamos a la pestaña nuevo punto, marcamos un punto 
B en la circunferencia dada; se dirige a la pestaña segmento ente dos puntos e indicamos un 
segmento entre el punto A y B. 
 
Luego seleccione circunferencia, dando clic derecho al mouse, escoja la opción ocultar 
objeto, al realizar eso, escoja el punto B, indica activar rastro, con el cursor en la herramienta 











La elipse se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la suma de sus 
distancias a dos puntos fijos, 𝐹1 y 𝐹2, llamados focos, es constante.  
Pasos a seguir: 
Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menú Vista seleccionamos sin ejes, 
sin cuadrícula y sin Vista algebraica y en el Menú Opciones desactivar cuadrícula.  
Para empezar, seleccionamos un punto donde será el primer foco, 𝐹1 y otro punto que será 𝐹2. 




Luego construiremos una circunferencia con centro en 𝐹1 y radio mayor a la distancia de 
𝐹1 𝑦 𝐹2 de la siguiente forma: 
 
 
Marque el punto A sobre la circunferencia y trace una recta que pase sobre el foco 𝐹1 y ese 






Al segmento 𝐹2𝐴 le trazamos su mediatriz, luego en la pestaña intersección de dos objetos, 
marcaremos el punto de intersección entre la recta b y la mediatriz; a ese punto lo 
denotaremos como X. 
 
 
Oculta los objetos auxiliares, y calcula la distancia de los segmentos 𝑋𝐹1̅̅ ̅̅ ̅ y 𝑋𝐹2̅̅ ̅̅ ̅ en la pestaña 
distancia o longitud. 
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Si desea cambiar el (estilo, color, decoración, etc.) de los segmentos u otro objeto, 
simplemente da clic izquierdo al ratón y selecciona la opción propiedades. 
Para calcular el resultado de la suma de ambas distancias, ingresamos en comando de entrada 
los valores 𝑇𝑒𝑥𝑡𝑜[𝑓 + 𝑔] y el resultado se observará en la vista gráfica. Por lo tanto, el punto 




Active el trazo del punto X en la opción activa rastro del botón izquierdo del ratón y con el 










La parábola se define como un lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de 
una recta fija l, llamada directriz y de un punto fijo F, llamado foco. 
Así, el punto P (x, y) pertenece a la parábola si d (P, M) = d (P, F), donde M es un punto de la 
directriz l tal que PM es perpendicular a la recta l. 
Pasos a seguir para la construcción: 
Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menú Vista seleccionamos sin ejes, 
sin cuadrícula y sin Vista algebraica. Para construir una parábola lo primero es ir a Menú de 





Luego hacemos un punto fuera de esa recta, y lo denominamos como el foco de la parábola y 




Trazamos una recta perpendicular de la directriz que pasa por el foco, la cual denominaremos 





En la pestaña intersección de Dos objetos marca el punto de intersección entre el foco y la 
directriz; al segmento formado le marcamos el punto medio en la pestaña Punto medio o 





Ahora, marca un punto M sobre la directriz, a ese punto le trazamos una recta perpendicular; 






Paso seguido trazar un segmento que una al foco con el punto M, a ese segmento le 




Marca el punto de intersección entre la recta paralela al eje, y la mediatriz construida, a ese 
punto lo llamaremos P. 
Traza segmentos que una el punto F con el punto P y PM̅̅ ̅̅ , oculta las construcciones auxiliares 
y calcula las distancias o longitudes de estos segmentos en la pestaña Distancia o Longitud; se 
observa que son las mismas distancias y por lo tanto cumple con la definición de parábola: 
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“El conjunto de puntos que cumplen con la condición de que la distancia del punto P de la 
parábola a un punto llamado foco es la misma desde el punto P al punto M que se encuentra en 
la recta l llamada directriz”. 
 
 
Activa el trazo del punto P en la opción activa rastro del botón izquierdo del ratón y con el 










La hipérbola se define como el lugar geométrico de los puntos del plano tales que la 
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos 𝐹1 𝑦 𝐹2, llamados focos, es constante. Así, el 
punto 𝑃(𝑥, 𝑦) pertenece a la hipérbola si 𝑑(𝑃, 𝐹1)  −  𝑑(𝑃, 𝐹2)  =  2𝑎, 𝑜, 𝑑(𝑃, 𝐹2)  −





Pasos a seguir para la construcción: 
Lo primero, como siempre, preparar el escenario: en el Menú Vista seleccionamos sin ejes, 
sin cuadrícula y sin Vista algebraica. 
Al igual que la elipse dibuja una recta que pase por dos puntos (𝐹1 𝑦 𝐹2). Luego traza un 
segmento entre los dos focos (𝐹1 𝑦 𝐹2). 
 
 
En la pestaña Punto medio o centro, marca el punto medio del segmento 𝐹1𝐹2̅̅ ̅̅ ̅̅  y construye 






El paso a seguir es trazar una recta que pase sobre el foco 𝐹1 y el punto A; luego dibuje un 




Ahora construye la mediatriz del segmento 𝐹2𝐴̅̅ ̅̅ ̅, y marca el punto de intersección entre la 
recta   𝐹1𝐴̅̅ ̅̅ ̅ y la mediatriz; a ese punto lo denotaremos X. 
 
 
Oculta las construcciones auxiliares y trace los segmentos 𝐹1𝑋̅̅ ̅̅ ̅ 𝑦 𝐹2𝑋̅̅ ̅̅ ̅. Calcule las distancias 
de cada segmento en la pestaña Distancia o Longitud. 
Para calcular el resultado de la diferencia de ambas distancias, ingresamos en comando de 
entrada los valores 𝑇𝑒𝑥𝑡𝑜[𝑎 − 𝑔] y el resultado se observará en la vista gráfica. 
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Por lo tanto, el punto X cumple con la definición de la hipérbola, al restar ambas distancias o 
longitudes el resultado es constante. 
 
 
Active el trazo del punto X en la opción activa rastro del botón izquierdo del ratón y con el 








6.5. Fase 3: Explicación (Explicitación)  
Al llegar a esta fase, por medio de la construcción de cada una de las secciones 
cónicas con el software GeoGebra, cada uno de los estudiantes ya saben del por qué la 
definición de cada una de las cónicas (circunferencia, parábola, elipse, hipérbola). Pues lo 
comprobaron. Expresaron de palabra o por escrito los elementos que conforman cada una de 
las figuras geométricas, resultados que han obtenido, intercambiaron sus experiencias y 





























En definitiva, podemos afirmar que tanto el software como la estructura de la actividad han 
creado un aprendizaje significativo en los estudiantes del grado 903 de la institución educativa 
Jorge Villamil Ortega.  
6.6. Fase 4: Orientación libre. 
Los estudiantes aplican sus conocimientos y lenguaje de forma significativa a otras 
situaciones distintas de las presentadas, pero con estructura comparable. Serán tareas abiertas 




En esta fase de orientación libre se busca reforzar el contenido y llevarlo a diferentes 
situaciones cada vez más complejas, en donde los alumnos y alumnas reconozcan e 
identifiquen los distintos elementos y las ecuaciones de las cónicas, sean capaces de 
construirlas y relacionar la ecuación con la curva, estimular la creatividad, la curiosidad, la 
imaginación y la intuición, desarrollar la capacidad de explorar e investigar en la resolución 
de problemas, sean capaces de expresar, comunicar y exponer sus ideas utilizando el lenguaje 
matemático y sean capaces de discutir, investigar en grupo y desarrollar el espíritu crítico. 
Para esto se les pide a los estudiantes que resuelvan una serie de talleres y preguntas 
relacionadas con cada una de las secciones cónicas (Circunferencia, parábola, elipse, 
Hipérbola) usando el software GeoGebra. Se realizará en las secciones 7, 8, 9 y 10. 
6.6.1. Talleres de secciones cónicas. 
Taller Circunferencia: Sesión 7. 
1. Abre el software GeoGebra e introduce el valor r = 8, construye la circunferencia de centro 
(0,0) y radio r. En la ventana de álgebra, observa la ecuación. ¿Qué ecuación canónica se 
forma?  
2. Pulsa con el botón derecho sobre r o sobre la circunferencia y escoge la opción propiedades 
en definición. Modifica el valor de r y observa. ¿Qué se modifica en la ecuación?  ¿Qué 
cambió? 
3. Introduce los valores a= 5, b= 7 y construye una circunferencia de centro (a, b) y radio = 7. 
¿Qué ecuación se forma? 
4. Muestra en la ventana gráfica los valores a y b. Modifica los parámetros a y b. ¿Cómo varía 
la ecuación de la circunferencia? 
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5. Halla la ecuación de la circunferencia de centro el punto C = (1, -3) y que pasa por el punto   
A (1,1) ¿Cuál es su radio? 
6. Ahora, ya debes ser capaz de escribir la ecuación de la circunferencia de centro C= (-1,5) y 
radio 9. Realícela. 
7. ¿Representa la ecuación 2𝑥2 + 2𝑦2 - 4x +6y - 5= 0 es una circunferencia? Justifica la 
Respuesta. En caso afirmativo, ¿cuál es el centro y el radio?  
 
8. Dados los puntos O= (0,-1) B= (2,2) y C= (5,2), dibuja la circunferencia que pasa por esos 
puntos, escribe su ecuación. 
9. Determinar si los siguientes puntos pertenecen a la circunferencia cuya ecuación es 
          (𝑥 +  
3
 4 
 )2 + (𝑦 − 1)2  = 9                    a) P (- 
3
4
 , 4)                       b) Q = (- 
1
4
 , -1) 
10. Determinar si los siguientes puntos pertenecen a la circunferencia cuya ecuación es 
 𝑥2 + 𝑦2 = 36           a) 𝑃(−5, √11)           b) 𝑀(4,3) 
11. Hallar la ecuación de la circunferencia que tiene un diámetro con extremos en los puntos 
M (3,-8) y N (-1,6). Encontrar su ecuación general, centro y radio.   
Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medio del software GeoGebra lograron 







De la misma forma al ir realizando el taller identificaron la ecuación canónica de la 






Lograron identificar en una ecuación general de segundo grado si representa una 












Al finalizar la actividad de la circunferencia los estudiantes han pasado del nivel 0 al 
nivel 1 del modelo de Van Hiele, es decir, ahora cómo podemos observar surge en ellos el 
descubrimiento y la generalización de propiedades a partir de las observaciones que se 
realizaron en el transcurso de la actividad. 
 
Taller Parábola. Sesión 8. 
1. Determine el eje de simetría, el foco, la directriz, el valor de p y hacia donde abre la parábola 
cuya ecuación es 𝑦2 = −12𝑥 
2. Representar gráficamente la parábola cuyo vértice es (0,0), foco (2,0) y directriz x = - 2. 
3. Representar gráficamente la parábola con centro en (0,0) cuya ecuación es 𝑥2 =
−8𝑦.Determine el eje de simetría, el foco, la directriz, el valor de p, longitud del lado recto y 
hacia donde abre la parábola. 
4. Encontrar la ecuación y la directriz de la parábola a partir de la figura. 
 
5. Representar gráficamente la parábola cuya ecuación es (𝑥 + 1)2 = 4(𝑦 − 2). Indicar el 
vértice, eje de simetría, lado recto, el foco y la directriz. 
6. Encontrar la ecuación de una parábola con vértice (2,-1) y p=-2 con eje de simetría paralelo 
al eje Y. 




Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medio del software GeoGebra lograron 












De la misma forma al ir realizando el taller identificaron la ecuación canónica de la 








Encontrar la ecuación de una parábola con vértice (2,-1) y p=-2 con eje de simetría 










Los estudiantes comenzaron a involucrarse con el taller de parábola y el hecho de 
familiarizarse con el software les hizo notar que necesitaban conocer la teoría 
correspondiente, de lo contrario sus construcciones no tendrían sentido. Este tipo de 
circunstancias a las que se enfrentaron los alumnos dieron pauta a reafirmar sus 
conocimientos y profundizar en el tema a tratar. Los estudiantes relacionan los elementos de 
la parábola, consideran al eje focal como eje de simetría de la cónica. 
Podemos afirmar que han pasado del nivel cero al nivel uno, pues ya relacionan las 
propiedades de los elementos de la parábola, además de identificar las características que 
corresponden al lugar geométrico. Además, relacionan el signo de la ecuación con la 
orientación horizontal, vertical, arriba y abajo de la parábola, Pues al realizar la actividad y 
hacer uso del software observaron estas características de los elementos de la parábola. 
 
Taller Elipse. Sesión 9. 
1. Dibuja la cónica 4𝑥2 + 25 𝑦2 = 100 
2. Calcula los ejes y el centro. Ve a la línea de comandos, elige ejes y teclea el nombre de los       
ejes, después elige intersección el punto que se obtiene es el centro, halle los focos, longitud 
del eje mayor y longitud del eje menor.  Y ecuación de la elipse. 







    1. 





5. determinar la ecuación canoníca de la elipse cuya ecuación general es 16𝑥2 + 25𝑦2 – 64x + 
150y + 189 = 0 luego, representarla gráficamente. 
Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medio del software GeoGebra lograron 
identificar las ecuaciones canónicas de la elipse cuando con centro (0,0) y con centro (h,k), 










Con la ayuda del software GeoGebra y teoría empleada por el profesor los alumnos 
comprobaron las propiedades de la elipse cuando su centro está en el origen y cuando el eje 
mayor está en el eje X, eje menor en el eje Y. Continuando con el taller los estudiantes 
interactúan entre ellos observando y comprobando las propiedades de la elipse cuando su centro 
está en el origen, pero en esta ocasión el eje mayor está en el eje Y, el eje menor en el eje X. 
Podemos resumir las observaciones anteriores en el siguiente Teorema (Lehmann: pág. 
177) 
La ecuación de una elipse de centro en el origen, eje focal el eje X, de manera que las 







Si el eje focal de la elipse coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los 









Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menor, y a, b y c 
están ligados por la relación. 
𝑎2 =  𝑏2 +  𝑐2 







 < 1 
Continuando con el taller los estudiantes del grado 903 de la institución educativa Jorge 
Villamil Ortega comprobaron las propiedades de la elipse cuando realizaron la traslación de 
ejes de la elipse y su centro es (h, k) y eje mayor paralelo al eje X y Y respectivamente. 
Los talleres resueltos de la elipse se obtuvieron a partir de las observaciones de los 
estudiantes, observemos que la ecuación de la elipse permite saber a los estudiantes si es 
horizontal o vertical. Las conjeturas anteriores las podemos resumir en el siguiente Teorema 
(Lehmann: pág. 181). 
La ecuación de la elipse de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X, está dada 














Por último, podemos concluir que los estudiantes relacionan todos los elementos de la 
elipse, tomando en cuenta que intercambiaron sus experiencias y discutieron sobre ellas con 
sus compañeros y el profesor. Se puede decir que hubo avance en sus conocimientos de no 
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saber nada de las propiedades de la elipse, ya relacionan las propiedades de los elementos de 
la elipse y la ubican en el plano cartesiano. Esto demuestra que han pasado del nivel cero al 
nivel uno. 
Taller Hipérbola. Sesión 10. 
1. Dibuja la cónica 4𝑥2 - 25𝑦2  = 100. 
2. Calcula los ejes y el centro. Ve a la línea de comandos, elige ejes, después elige intersección 
y teclea el nombre de los ejes, el punto que se obtiene es el centro. 






= 1, hallar sus elementos y trazar su gráfica. 




los demás elementos su ecuación y trazar la gráfica. 
5. Determinar la ecuación canoníca de la hipérbola cuya ecuación general es: - 25𝑥2 + 144𝑦2- 
100x – 288y – 856 = 0 y representarla gráficamente. 
Al terminar el taller con los estudiantes, ya ellos por medio del software GeoGebra lograron 









Dibuja la cónica 4𝑥2 - 25𝑦2  = 100, calcula los ejes y el centro. Ve a la línea de comandos, 









Los estudiantes del grado 903 de la institución educativa Jorge Villamil Ortega 
concluyeron que, si el signo menos lo tenía la variable Y, entonces el eje focal es paralelo o 
coincide con el eje X. de la misma forma, si el signo menos de la ecuación pertenece a la 
variable X, entonces el eje focal es paralelo o coincide con el eje Y. 
Los resultados anteriores los podemos resumir en el siguiente Teorema (Lehmann: 
pág. 195). La ecuación de la hipérbola de centro en el origen, eje focal coincidente con el eje 







Si el eje focal coincide con el eje Y, de manera que las coordenadas de los focos sean 









Para cada hipérbola, a es la longitud del semieje transverso o eje focal, b la del semieje 
conjugado o eje no focal, c la distancia del centro a cada foco, y a, b, c están ligados por la 
relación. 
𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 







 > 1 
La ecuación de una hipérbola de centro el punto (h, k) y eje focal paralelo al eje X, es 














Por último, podemos concluir que los estudiantes, aunque al principio se les dificultó 
un poco los elementos y las propiedades de la hipérbola, en la parte teórica se les hizo más 
fácil al realizar la construcción y los talleres en el software GeoGebra, además también 
teniendo en cuenta la participación, intercambiaron sus experiencias y discutieron sobre ellas 
con sus compañeros y el profesor. Se puede decir que hubo avance en sus conocimientos de 
no saber nada de las propiedades de la hipérbola, ya relacionan las propiedades de los 
elementos de la hipérbola y la ubican en el plano cartesiano. Esto demuestra que han pasado 




6.7. Fase 5: Integración 
En esta fase el estudiante revisa y unifica los elementos y las ecuaciones canónicas lo 
cual inducirán a un nuevo sistema de conocimiento adquiriendo así una visión general. 
Realizaremos estas actividades a través de GeoGebra, pudiendo comprobar los resultados en 
cada una de sus tres zonas diferenciadas, la zona gráfica, la zona de álgebra y la barra de 
comandos. Mediante esta aplicación los alumnos pueden manipular las figuras, deformarlas, 
y éstas mantienen las propiedades que las definen, lo que permite que se infiera, experimente, 
conjeture, descubra y en general mejore la capacidad del alumnado para las matemáticas. Una 
vez culminada esta fase los estudiantes alcanzarán un nuevo nivel de conocimiento y estarán 







Al finalizar el trabajo se puede sacar las siguientes conclusiones: 
De acuerdo con los resultados de la prueba diagnóstica, los estudiantes no poseían los 
conocimientos necesarios para iniciar el estudio sobre secciones cónicas y sus propiedades. 
Por lo tanto, su nivel de razonamiento geométrico se ubicó en el nivel cero (0) de 
visualización o reconocimiento de acuerdo con el modelo de Van Hiele. 
Al momento de iniciar la actividad hubo una gran motivación por parte de los 
estudiantes al usar por primera vez el software interactivo GeoGebra como herramienta en el 
proceso enseñanza-aprendizaje para el estudio de la construcción de las secciones cónicas. 
La construcción de las secciones cónicas usando GeoGebra, permitió que los 
estudiantes comprendieran de una manera clara, sencilla y rápida, en comparación con una 
clase tradicional, los conceptos teóricos de lo que es la circunferencia, la parábola, la 
hipérbola y la elipse. 
Se logró con las actividades desarrolladas, a partir de los talleres propuestos, que los 
estudiantes tuvieran un buen desempeño en la comprensión de los conceptos de tal forma que 
ellos mismos dedujeran cada una de las ecuaciones y las propiedades básicas de las secciones 
cónicas. 
Al finalizar los talleres, los estudiantes pasaron del nivel cero de visualización o 
reconocimiento al nivel 1 de análisis del modelo de Van Hiele pues se evidenció que por 
medio de las actividades propuestas descubrieron y generalizaron las propiedades de los 
lugares geométricos de las secciones cónicas. 
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Al usar GeoGebra se pudo observar las dificultades y forma de razonar de los 
estudiantes para desarrollar las actividades propuestas, lo que permitió la discusión de ideas, 







Es importante que los estudiantes manejen correctamente el software interactivo 
GeoGebra, antes de empezar a realizar las actividades propuestas ya que pueden encontrar 
algunos inconvenientes que se presentan al manejar la barra de herramienta y barra de entrada 
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PRUEBA DIAGNÓSTICA APLICADA A ESTUDIANTES DE GRADO NOVENO I.E. 
JORGE VILLAMIL ORTEGA – GIGANTE (HUILA) 
Esta prueba consta de 10 preguntas y tiene como objetivo averiguar lo que sabes sobre 
secciones cónicas. Todas las preguntas tienen cuatro posibles respuestas, identificadas con las 
letras A, B, C y D. Solamente una de ellas es la correcta, por lo que debes leerlas atentamente 
antes de responder. La prueba se responde en una HOJA DE RESPUESTAS. 
Docente: Davier Giraldo Diaz 
1. ¿Qué son cónicas? 
A. Figuras geométricas que se dan en la    geometría analítica. 
B. Cuando se gira una recta y genera una figura. 
C. Figuras geométricas que aparecen cuando hacemos la intersección de un cono con un 
plano. 
D. Dos rectas secantes. 
2. ¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 y el plano Y = 1? 
 
A. Una recta.  
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B. Una circunferencia. 
C. Una hipérbola. 
D. Una elipse. 
3. ¿Qué línea plana resulta de la intersección del cono  𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 y el plano Z = 1? 
 
A. Una elipse. 
B. Una hipérbola. 
C. Una recta. 
D. Una circunferencia. 
4. es el lugar geométrico de todos los puntos que se encuentran a la misma distancia de una 









A. 𝑥 = −𝑦2. 
B. 𝑦 = −𝑥2. 
C. 𝑦 = 𝑥2. 
D. 𝑥 = 𝑦2. 





7. La elipse es el lugar geométrico de puntos: 
A. Cuyo cociente de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
B. Cuya suma de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
C. Cuya diferencia de longitudes a dos puntos fijos es constante. 
D. Cuyos productos de longitudes a dos puntos fijos es constante. 



















+ 𝑦2 = 1. 











10. La ecuación cuadrática en dos variables en que ambos cuadrados tienen signo desigual 
corresponden a una: 
A. Parábola. 
B. Elipse. 
C. Circunferencia. 
D. Hipérbola. 
 
